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Résumé 

Dans cet article, nous généralisons au cas localement compact et régulier, deux résultats fondamentaux 
m m portant sur les actions des groupes quantiques compacts. Soient Gi et Gi deux groupes quantiques 
localement compacts monoidalement équivalents mm au sens de De Commer, et réguliers. Par un procédé 
d’induction que nous introduisons, nous établissons une équivalence des catégories A Gl et A G2 formées par 
les actions des groupes Gi et G 2 dans les C*-algèbres. Comme application de ce résultat, nous déduisons 
l’équivalence des catégories KK Gl et KK G2 . La preuve s’appuie sur une version de la dualité de Takesaki- 
Takai pour les actions continues dans les C*-algèbres d’un groupoide mesuré quantique de base finie. 

Mots clés : Groupes quantiques localement compacts, équivalence monoidale, K-théorie bivariante. 

Abstract 

In this article, we generalize to the case of regular locally compact quantum groups, two important results 
concerning actions of compact quantum groups (see [10] and [26] ). Let Gi and G 2 be two monoidally 
équivalent regular locally compact quantum groups in the sense of De Commer (see mm)- We introduce 
an induction procedure and we build an équivalence of the categories A Gl and A G2 consisting of continuous 
actions of Gi and G 2 on C*-algebras. As an application of this resuit, we dérivé a canonical équivalence 
of the categories KK Gl and KK° 2 . We introduce and investigate a notion of actions on G*-algebras of 
measured quantum groupoids (see [TS]) on a finite basis. The proof of the équivalence between KK Gl and 
KK° 2 relies on a version of the Takesaki-Takai duality theorem for continuous actions on G*-algebras of 
measured quantum groupoids on a finite basis. 


Table des matières 

0 Introduction 
1 Rappels et notations 

1.1 Notations préliminaires . 

1.2 Poids sur une algèbre de von Neumann [3. . 

1.3 Groupes quantiques localement compats mm . 

1.3.1 C*-algèbres de Hopf associées à un groupe quantique. 

1.3.2 Actions continues de groupes quantiques l.c. Produits croisés 

1.3.3 Bimodules hilbertiens équivariants. 


a 

a 

a 

a 

a 

a 

a 

a 


1 








2 Compléments sur les groupoides mesurés quantiques 

2.1 Irréductibilité . 

2.2 Cas où la base est de dimension finie . 

2.3 C*-algèbres de Hopf faibles associées à un groupoide mesuré quantique Eld . 

2.4 Groupoide mesuré associé à une équivalence monoidale. 

2.5 Régularité. 

3 Action continue d’un groupoide quantique sur une base de dimension finie 

3.1 Action continue. Produit croisé. 

3.2 Action duale. 

3.2.1 Cas d’une action continue du groupoide Ç . 

3.2.2 Cas d’une action continue du groupoide dual Q . 

3.2.3 Action continue d’un groupoide de co-liaison. 

3.3 Bidualité. 

3.3.1 Cas général. 

3.3.2 Structure du double produit croisé A x Gg 1 ,G 2 Ggx,G 2 . 

4 Induction d’actions 

4.1 Equivalence des actions continues de G\ et G 2 . 

4.2 Induction et équivalence de Morita. 

4.3 Induction de C*-modules . 

4.4 Induction et bidualité . 

4.5 Application à la AA-théorie équivariante. 

5 Appendice 

5.1 Produit tensoriels relatifs d’espaces de Hilbert. 

5.2 Produit fibré d’algèbres de von Neumann . 


0 

0 

OU 

13 

m 

0 


24 

24 

27 

27 

28 

28 

34 

1] 

ED 


46 

47 

Ü 

55 

58 

63 


68 

68 

0 


O Introduction 

L’équivalence monoidale des groupes quantiques compacts a été développée par Bichon, De Rijdt et Vaes 
(c/. H]). Deux groupes quantiques compacts G 1 et G 2 sont dits monoidalement équivalents si les catégories 
des représentations de Gi et G 2 sont équivalentes comme C*-catégories monoidales. 

Dans g], les auteurs ont montré que Gi et G 2 sont monoidalement équivalents ssi il existe une C*-algèbre 
unitale A, munie d’une action continue à gauche de Gi et d’une action continue à droite de G 2 , qui 
commutent et sont ergodiques de multiplicité pleine. 

Plusieurs résultats importants de la théorie géométrique des groupes quantiques discrets libres (marches 
aléatoires et frontières associées, propriété de Haagerup, moyennabilité faible, A-moyennabilité...), reposent 
sur l’équivalence monoidale de leurs duaux compacts. Parmi les applications de l’équivalence monoidale à 
cette cette théorie, citons : 
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• Dans 22, en exploitant équivalence monoidale g] de A 0 {F ) avec un SU q ( 2) convenable (et les résultats 
de JS] , 233), Vaes et Vander Vennet ont calculé les frontières de Poisson et de Martin pour les duaux des 
groupes orthogonaux libres A 0 (F). 

• Dans uni, De Rijdt et Vander Vennet ont établi une correspondance bijective entre les actions continues 
de deux groupes quantiques compacts monoidalement équivalents. De plus, cette correspondance échangent 
les frontières de Poisson ou de Martin des duaux discrets de ces deux groupes. Il en résulte que si on connait 
la frontière de Poisson ou de Martin pour un groupe quantique discret G, on peut déduire celles des groupes 
dont les duaux compacts sont monoidalement équivalents à G. Ce principe a permis aux auteurs de calculer 
les frontières de Poisson des duaux des groupes quantiques d’automorphismes. 

• Dans [S], et en utilisant le principe précédent, les auteurs ont établi la propriété CCAP et celle de 
Haagerup pour le dual de n’importe quel A 0 (F). Grâce à la compatibilté de l’équivalence monoidale avec 
certaines opérations, ils ont étendu ces propriétés pour les groupes quantiques discrets libres. 

• Dans 2U, Voigt a montré que les catégories KK Gl et KK G2 de deux groupes quantiques compacts 
monoidalement équivalents, sont équivalentes. Ce résultat entraine l’invariance par équivalence monoidale 
de la conjecture de Baum-Connes pour les duaux. En établissant cette conjecture pour le dual d’un SU q {2) 
convenable, Voigt a prouvé cette conjecture pour les duaux des groupes orthogonaux libres Aq(F), ainsi 
que la /é-moyennabilité de ces groupes. Ce résultat a permis à R.Vergnioux et Voigt 23 d’établir cette 
conjecture pour les duaux des groupes unitaires libres A U (F). 

Dans sa thèse [Z], De Commer a étendu la notion d’équivalence monoidale au cas localement compact. 
Deux groupes quantiques localement compacts G\ et Gn (au sens de J.Kustermans et S.Vaes BS), sont dits 
monoidalement équivalents s’il existe une action galoisienne à gauche 7 de Gi, et une action galoisienne à 
droite a de G 2 , dans la mêma algèbre de von Neumann N , qui commutent. Il a montré que cette notion 
se décrit par un groupoide mesuré quantique (au sens El et El). de base C 2 , dont G\ et Gi sont des 
” sous-groupes”. Un tel groupoide est appelé un groupoide de co-liason. 

Les groupoides mesurés quantiques ont été introduits et étudiés par Lesieur et Enock (c/. E],E3) Un 
groupoide mesuré quantique au sens de [Ï2] . est un octouplet Q = ( N , M, a , /3, T, T, T', v), où N et M sont 
des algèbres de von Neumann (N est la base et M est l’algèbre du groupoide ; elles correspondent respec¬ 
tivement à l’espace des unités et à l’espace total d’un groupoide classique), a et /3 sont des morphismes 
normaux et fidèles de N et N° (l’algèbre opposée de N) dans M dont les images commutent, T est le 
coproduit, v est un poids normal semi-fini sur N, et T , T' sont des poids opératoriels de M dans N. Ces 
objects vérifient une liste d’axiomes. 

Dans le cas où la base N est dimension finie, les axiomes liants les objets d’un tel octouplet Q , ont été 
simplifiés par De Commer (c/. [üj,[7]) et nous utiliserons cette version dans la suite. Plus précisément, on 
peut prendre pour poids v, la trace de Markov (non normalisée) de la C*-algèbre N = ©f = 1 M n! . Le produit 
tensoriel relatif d’espaces de Hilbert (resp. le produit hbrés d’algèbres de von Neumann) est remplacé par 
le produit tensoriel ordinaire d’espaces de Hilbert (resp. d’algèbres de von Neumann). Le coproduit T est 
à valeurs dans M ® M, mais n’est pas unital. 

Dans cet article, nous introduisons la notion d’action continue d’un groupoide mesuré quantique Ç de base 
une C*-algèbre N de dimension finie, dans une C*-algèbre A. Nous étendons la construction du produit 
croisé et d’action duale. Dans le cas où Q est régulier, nous étendons la dualité de Takesaki-Takai 23 à ce 
cadre. 

Si un groupoide de co-liason Q, associé à l’équivalence monoidale de deux groupes quantiques localement 
compacts G\ et G 2 , agit continûment dans une C*-algèbre A, alors A est une somme directe A = Ai ® A 2 
et par restriction de l’action de G, les groupes quantiques G\ et G 2 agissent continûment dans A\ et A 2 
respectivement. Réciproquement, si G 1 et G 2 sont réguliers, nous associons canoniquement à toute action 
continue de G\ dans une C*-algèbre Ai, une C*-algèbre Ai munie d’une action continue de G 2 . Comme 
conséquences importantes de cette construction, nous établissons : 

- une correspondance fonctorielle bijective, entre les actions continues des groupes quantiques G± et Gi 
qui généralise le cas compact E], ainsi que le cas des déformations [TSj par un 2-cocycle. 
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- une équivalence de Morita des produits croisés Ai x G i et A 2 x G 2 . 

- une description complète des actions continues d’un groupoide de co-liason. 

- l’équivalence des catégoies KK Gl et KK G2 de Kasparov, généralisant au cas localement compact et 
régulier, un résultat [26] de C.Voigt. 

les preuves des résultats ci-dessus utilisent de façon cruciale la régularité des groupes quantiques G 1 et G 2 . 
Nous montrons que la régularité (au sens de mi , voir aussi HSIEQ]), d’ un groupoide de co-liason Q , associé 
à l’équivalence monoidale de deux groupes quantiques localement compacts G± et G 2l est équivalente à la 
régularité des groupes quantiques G± et G 2 . Ce résultat résoud aussi quelques questions posées dans m 
dans le cas des déformations par un 2 -cocycle. 

L’organisation de ce travail est la suivante : 

- Au premier paragraphe nous rappelons la notion de groupe quantique m localement compact (l.c), ainsi 
que la définition d’une action continue [3j d’un tel object, dans une C*-algèbre. 

- Au deuxième paragraphe, nous montrons que les groupoides quantiques mesurés m vérifient une pro¬ 
priété d’irréductibilité. Ce résultat étend au cas des groupoides quantiques mesurés, l’irréductibilté de la 
représentation régulière [2] d’un groupe quantique l.c. Nous en déduisons l’équivalence entre la régularité 
d’un groupoide de co-liaison associé à deux groupes quantiques monoidalement équivalents G\ et G 2 , et 
celle des deux groupes. 

- Au troisième paragraphe, nous introduisons la notion d’action continue d’un groupoide quantique de base 
de dimension finie, dans une C*-algèbre. Nous montrons que le produit croisé admet une action continue 
du groupoide dual et nous généralisons, dans le cas régulier, la dualité [2] de Takesaki-Takai pour le double 
produit croisé. Nous décrivons aussi le double produit croisé par l’action d’un groupoide de co-liaison 

- Au quatrième paragraphe, nous établissons l’équivalence des actions continues de deux groupes quan¬ 
tiques l.c G\ et G 2 monoidalement équivalents et réguliers. 

- Au cinquième paragraphe, nous construisons une équivalence des catégories KK Gl et KK° 2 associées à 
deux groupes quantiques G 1 et G 2 monoidalement équivalents et réguliers. 

- Dans l’appendice, nous avons regroupé quelques résultats utilisés dans l’article. 

Le premier auteur remercie G.Skandalis pour d’utiles discussions sur divers points de cet article. 


1 Rappels et notations 

1.1 Notations préliminaires 

Nous introduisons quelques notations et conventions utilisées dans l’article. 

• Pour tout sous-ensemble X d’un espace de Banach E, on note [Jf] le sous-espace vectoriel fermé de E 
engendré par X. 

• Tous les produits tensoriels de C*-algèbres sont supposés munis de la norme spatiale (produits tensoriels 
« min »). 

• Si A est un C*-algèbre, on note M(A) la C*-algèbre des multiplicateurs de A. 

• Soient H, K deux espaces de Hilbert, on note ou plus simplement £ l’opérateur unitaire H® K —> 

K (g> H : ^ (g) 77 1 — 77 (g) 

• Dans cet article, nous utiliserons la notion de C*-module hilbertien sur une C*-algèbre, ainsi que leurs 
produits tensoriels (interne et externe). 

Les définitions et conventions utilisées sont celles de [14]. En particulier, soient £ et E deux C*-modules 
hilbertiens sur une C*-algèbre A. 

• On note C(£,E) l’espace de Banach formé par les opérateurs T : £ —> T qui ont un adjoint et £(£) la 
C*-algèbre C{£,£). 
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• Si £ G T et r\ G £ , on note 0^ l’opérateur ( £(??,C)a et on pose IC(£,T) = [{0ç l7) | £ G J 7 , 77 G £}} et 

K,(£) = JC(£,£) la sous-C*-algèbre des opérateurs compacts engendrée par les opérateurs dans £(£). 
On rappelle jri] qu’on a C{£) = M{K,{£)). 


1.2 Poids sur une algèbre de von Neumann j5] 

Soit p un poids normal semi-fini et fidèle (nsff) sur une algèbre de Von Neumann M. On note iî v , A v , J Vl A v , af 
les objects canoniques de la théorie de Tomita-Takesaki, associés au poids p. Rappelons simplement qu’on 
a : 

- 0:= {x G M / p{x* x) < 00 } et l’espace de Hilbert H v est le complété de pour le produit scalaire 
(x,y) := p(x*y). 

- A v : —>• H v est l’injection de dans son complété. 

- Tr v : M —> C(Hp) est la représentation définie par •K lp {a)A lp x := A ip (ax). 

(Hep, A v , TTcp) est par définition la représentation GNS du poids p. 


1.3 Groupes quantiques localement compats | i!6L 2j 


1.1 Définition. [TB] Un groupe quantique localement compact (l.c) est un couple G = (M,6) avec 

a) M est une algèbre de von Neumann et ô : M — > M <3 M est un *-morphisme unital, injectif, normal 
et coassociatif, i.e (<5 3 k!m)ù = (idjvr 3 ù)<5. 

b) il existe des poids nsff p et î/> sur AI vérifiant : 

- p est invariant à gauche, i.e p((oj 3 id m)S{x)) = u>(l)p(x) pour tout x G DJlt et tout u> G M+ . 

- ijj est invariant à droite, i.e ^((id m 3 w)<5(æ)) = oj(1)i/j(x) pour tout x G et tout w G M+. 


Pour un groupe quantique l.c (M,S), un poids nsff sur M invariant à gauche, (resp. invariant à droite), 
est unique [16] à une constante strictement positive près. 

Soit G = ( M,S ) un groupe quantique l.c. Fixons un poids nsff sur AI invariant à gauche (une mesure de 
Haar à gauche) p. La représentation GNS de p est notée (L 2 (G), A, n). La représentation régulière gauche 
du groupe quantique G est l’unitaire multiplicatif m W G B(L 2 (G) 3 L 2 [G)) défini par 

W*(Ax 3 Ay) = (A G A)(ô(y)(x 0 1)) , x,yGVl v 

En identifiant L°°(G) := M à son image par 7r, on obtient : 

• AI est l’adhérence forte de l’algèbre {(idM 3 lo)(W) \ lj £ R(L 2 (G))*}. 

• S(x) = W*(l 3 x)W pour tout x G M. 

L’algèbre de Hopf-von Neumann (M, S) admet [TB] une antipode unitaire Rm '■ AI -G M et on peut prendre 
if) := p o R m pour mesure de Haar à droite. Le cocycle de Connes mm de ij) relativement à p est de la 
forme : 

[Dip : Dp\ t = v i ^d it , v > 0 , dyAI 

Posons 91^ = {x G AI / xd 5 borné et xd 5 G Ç IX V }. La représentation GNS [2T] de ip est donnée par 
(L 2 (G), id, A^,), où A ^ est la fermeture pour les topologies ultraforte/normique de l’application 91(5, H : 
x A xdi. Avec ce choix de représentation GNS pour i/j, on a = v*J. 

La représentation régulière droite de G est l’unitaire multiplicatif V G B{L 2 {G) 3 L 2 {G )) défini par 

V(A^x3 A^y) = (A^3 Aj,)(ô(x)(l ®y)) , x,y GVt^ 

Le groupe quantique G dual de G est défini par l’algèbre de Hopf-von Neumann (L°°(G),Ô) où (L°°(G) 
est la fermeture forte de l’algèbre {(id 3 co)(V) | w G R(L 2 (G))*} et ô : L°°(G ) —» L°°{G) g) L°°(G) : x t->- 
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V*(l®x)V. 

Le groupe quantique G admet des mesures de Haar m, dont on peut prendre L 2 (G) pour espace de 
Hilbert des représentations GNS, on note dans la suite J l’opérateur de Tomita de la mesure de Haar à 
gauche de G. 

1.3.1 C*-algèbres de Hopf associées à un groupe quantique 

Au groupe quantique G, on associe j2] [16] deux C*-algèbres de Hopf (S, S) et (S, 5) définies par : 

• S (resp. S), est la fermeture normique de l’algèbre : 

{(en ® id)(V) | w £ H(L 2 (G))*} , (resp. {(id ® tu)(V) \ ui £ U(L 2 (G))*}) 

• <5 : S -4 M(S ® S) : x ^ V(x ® 1)V* , ô : S M(S ® S) : x V*(l <g) x)V. 

Posons U := JJ = v*JJ. Les C*-algèbres S et S admettent les représentations : 
-L:S^B{L 2 {G)):x^L{x)=x , R : S ^ B(L 2 {G)) : x ^ UL{x)U*. 

- p : S B(L 2 (G)) : x >->■ p{x) = x , A : S —> B(L 2 (G)) : x >->■ Up{x)U*. 

On déduit de (ns, Proposition 2.15) qu’on a 

W = E(E/®1)V(Î7*®1)£ , [Wi2,P 2 3] = 0 

La repréentation régulière droite de G est l’unitaire multiplicatif V = £(1 (g) U)V( 1 ® U *)E 

1.2 Notations. a) K, G B{L 2 {G)) désigne la C*-algèbre des opérateurs compacts. 

b) C(V) (resp. C(W)) est la fermeture normique de l’algèbre Jfÿ {(id®w)( EH) | en £ H(L 2 (G))*} (resp. 
{(id®cn)(EW r |cn £ B(L 2 (G))*>; 

1.3 Définition. [2J (S Le groupe quantique G est dit régulier (resp. semi-régulier) ssi K. = C(V) (resp. 

K. C <7(10) 

G est régulier (resp. semi-régulier) ssi K, = C(W) (resp. K. C G(W)) (cf. |S) 

1.3.2 Actions continues de groupes quantiques l.c. Produits croisés 

Conservons les notations précédentes. Soit A une C*-algèbre. Une coaction de (S, ô) dans A est un *- 
morphisme Sa : A —>■ M(A® S) non dégénéré vérifiant (Sa <8> id)<lu = (id 0 S)Sa- 

1.4 Définition. Une action fortement (resp. faiblement) continue de G dans A est une coaction Sa de 
(S, <5) dans A vérifiant [8a(A)(1a ® S)] = A ® S, (resp. A = [(Ma ® lo)Sa(A) \ uj £ B(L 2 (G))A\- 

Une G-algèbre est un couple (A, Sa) où A est une C*-algèbre et Sa : A —» M (A® S) est une action 
fortement continue de G dans A. 

Si G est régulier, toute action de G faiblement continue est fortement continue (cf. [3]). Dans ce cas, nous 
dirons que Sa est une action continue de G dans A. 

1.5 Définition. Soit Sa : A —>■ M(A® S) (resp. Sa ■ A M (A® S)) une action fortement continue 
de G (resp.G) dans une C*-algèbre A. Notons ttl (resp. 7 Ta) la représentation de A dans le C*-module 
A ® L 2 (G)) définie par ttl := (Ma <8> L)5a (resp. n\ := (Ma ® A)Æa- 

On appelle produit croisé (réduit) de A par G (resp. G), la sous-C*-algèbre notée A x G (resp. A x G) 
de C(A ® L 2 (G)) engendrée par les produits 7Ti(a)(lA ® p(x)), a G A et x G S) (resp. 7r^(a)(lA ® L(x)) , 
a G A et x G S)). 
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Le produit croisé A x G (resp. A x G), admet une action fortement continue de G (resp. G). Dans le cas 
où G est régulier, la dualité de Takesaki-Takai s’étend à ce cadre, cf. [2j. 

1.6 Notation. On note A G la catégorie dont les objects sont les G-algèbres, et les morphismes sont les 
*-morphismes / : A — x M{B) non dégénérés et G-équivariants, i.e (/ © id)ù^ = S B o f. 

1.3.3 Bimodules hilbertiens équivariants 

Dans ce qui suit, nous rappelons brièvement la bidualité pour les produits croisés de bimodules hilbertiens 
équivariants, cf. mm- 

G étant un goupe quantique l.c régulier, soient {A, 8a) et {B, 5b) deux G-algèbres et ( £,5s ) un A — B 
bimodule hilbertien G-équivariant, i.e £ est un A — B bimodule hilbertien et la C*-algèbre de K{£ © B ) 
est munie d’une action continue : 


&K{S®B) ■■ K.{£ © B) M{K{£ © B) © S) 

compatible avec les coactions 8a et 8b au sens suivant : 

- le *-morphisme évident B —x K{£ © B) est supposé G-équivariant. 

- L’action à gauche A —X £(£) est supposée G-équivariante. 

On note 8s la restriction de 8jç.(s®b) à £, {cf. [T]). 

On déduit alors de ([2], paragraphe 7) : 

1) le d xi G x G - B x G x G bimodule hilbertien G-équivariant £ x G x G s’identifie au A® /C(L 2 (G)) — 
B © /C(L 2 (G)) bimodule hilbertien G-équivariant £ © /C(L 2 (G)). 

2) Les G- algèbres A © /C(L 2 (G)) et B © /C(L 2 (G)) sont munies de l’action biduale de G. L’action de G 
dans le S©/C(L 2 (G))-module hilbertien £©/C(L 2 (G)) est donnée par la coaction 5s®k.(l 2 (G))) définie par : 

à£®K(L 2 (G))){0 = V23(id© cr)(8s ® id/c(£2(G)))(0V23 , £ e £ ©/C(L 2 (G))) 

où cr : S 0 /C(L 2 (G)) —X K.{L 2 (G)) ©S':x© 2 /i-Xj/©a;etlé g M{K{L 2 {G)) © S) est la représentation 
régulière droite du groupe quantique G. 


2 Compléments sur les groupoides mesurés quantiques 

Dans ce paragraphe, nous établissons un résultat d’irréduetbilité valable pour les groupoides mesurés 
quantiques. Dans le cas où la base du groupoide est de dimension finie, ce résultat joue un rôle crucial 
pour établir la dualité de Takesaki-Takai. Dans le cas d’un groupoide de co-liason 017] il permet de relier la 
régularité de ce groupoide à celle des deux groupes quantiques l.c monoidalement équivalents sous-jacents 
à ce groupoide. 


Nous commençons par rappeler les définitions et résultats portant sur les groupoides mesurés quantiques 
dont on a besoin. On se réfère principalement à m- Les notions de produits tensoriels relatifs d’espaces 
de Hilbert et de produits fibrés d’algèbre de von Neumann sont rappelés dans l’appendice . 


2.1 Irréductibilité 

Un groupoide mesuré quantique (m.q) de base N : est un octouplut Q = {N, M , a, j3, T, T, T', i/), où : 

- M et N sont des algèbres de von Neumann, a : TV —X M et /3 : N° —x M sont des morphismes normaux 
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et fidèles. N° désigne l’algèbre de von Neumann opposée. 

- Le coproduit T : M — > Mp * a M est un morphisme normal et fidèle. {Mp * a M est un produit fibré 
d’algèbres de von Neumann) 

- T : M + —> a(M) +,ext et T' : M + —> /3(M) +,ext sont des poids opératoriels normaux et fidèles. 

- v est un poids nsfï sur N. 

Ces objets sont assujettis aux conditions suivantes ; 

1. Les images des morphismes a et (3 commutent. 

2. T est coassociatif, i.e (1^ * Q idM)r = (klg * a r)T . 

3. Pour tout n G N, on a T(a(n)) = a{n)p * a 1 et r(/3(n°)) = lp * a /3{n°). 

4. Les poids nsfï p et ip sur M définis respectivement par p = v o oT 1 o T et tp = v ° /3 _1 o T' vérifient : 

T = (id^ * Q p)T et T' = {ipp * a id)T 

5. Les groupes modulaires des poids p et ip commutent. 

Soit ( H , 7r, A) la représentation GNS du poids p, notons (a t ), A et J respectivement le groupe modulaire, 
l’opérateur modulaire et l’opérateur de Tomita associés au poids p. Dans ce qui suit, on identifie M et son 
image par 7r dans B (H). 

D’après m , on a : 

- Rg : M —► M un *-antiautomorphisme vérifiant R 2 = idM et coinvolutif. 

- On peut supposer que T' = RgTRg , et donc aussi ip = p o Rg. 

• t 2 • 

- Pour tout t G R, on a (DT : Dp) t = X z ~d lt , où A ,d sont des opérateurs autoadjoints positifs affiliés à 
M, l’opérateur A étant central. 

- La représentation GNS du poids ip est donnée par (H, id, A^,), où A^, est la fermeture pour les topologies 
ultraforte/normique de l’opérateur non borné : 

{x G M / xd 5 borné et xdi G 94^} —> H : x i-^ A xd^ 

- L’opérateur de Tomita J^ associé au poids ip est donné par Jy = A 3 J. 

- Le groupoide mesuré dual Q = (AT, M, a , /?, T, T, T', v) est définie de la façon suivante : 

• M est l’algèbre de von Neumann engendrée par les opérateurs (w*id)W, où u> G B(H )*. (W est l’unitaire 
pseudo-multiplicatif [U associé au groupoide Q.) 

• Pour tout x G N, posons /3(x°) = Ja{x)*J. On a /3 : N° —> M. 

• f:M^M*M:x^ f (x) = a v oW(xp <g> a 1 )WV„. 

• On a un unique poids nsff p sur M, avec comme représentation GNS ( H , id, A^), où As est la fermeture 
de l’opérateur (w * id)W H > a v (w), où eu appartient à un sous-espace dense de : 

I v := {eu G B{H )* / 3k > 0 t.q Vx G 94^, | w(x*) | 2 < kp{x*x)} 

le vecteur a v (iu) G H étant défini par : 

Vx £ 94 v w(x*) = (Ax, a v {eu)) 

T est alors l’unique poids opératoriel nsff de M sur a(N) vérifiant p = v o oT 1 o T. 

T' = R^TRg, où Rg : M —y M est la coinvolution unitaire définie par Rg(x) = Jx* J. 

L’opérateur de Tomita du poids p est noté J. 

Dans la suite, nous utiliserons pour dual du groupoide Ç, le groupoide Ç c = (N°, M', /3, a, T c , T c , T c ', v°) 
car il est mieux adapté pour les actions à droite du groupoide Q. Notons qu’on a : 

• T c (x) = (W (Sr nip x)W(çy pour tout x G M'. 

• T 3 = Crr o T o c~\ où Crr : M -> M' : x ^ Jx*J. 

M M 7 M 

. T c ' = R §c oT c oR §c . 

• le poids commutant p' = v° o /3 _1 o T c déduit du poids p, est invariant à gauche pour le coproduit T c . 
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2.1 Notations. Notons Wg l’unitaire pseudo-multiplicatif associé 
avec les notations de FTf : 


V:=W^=W ( g )c , 


V := >%op 


à un groupoide m.q. Q. Posons 


U := JJ 


V := Wg 

2.2 Lemme. ./Vous avons : 

a) U* = \~*U. 

b) V = ap a (Up ® a 1 )V(U* ®p l)crp a 

c) V = <jp S (lp ® 5 U)V {la 0/3 U*)a^ s 

où crp a : Hp ® a H —ï H a ®p H , ainsi que cr^ a , et aps désignent les voltes, a := AdtT o a et 
P := Ad U o p. 


Démonstration. Le a) résulte de nu 3.H (iv). rappelons que A est central dans M et M. 
Le b) (resp. le c)) résulte de [T2] 3.12 (v) (resp. 3.12 (vi)). 


□ 


2.3 Lemme. Soient Q = (TV, M , a, P, T, T, T\ v) un groupoide m.q et Q = (TV, M , a, P, T, T, R o T o T?, v) 
le groupoide dual ïl‘Pj de Q. Alors nous avons : 

a) Pour tout tout x £ M', on a : 

V(ï/3®a l) = (a; a ®^1)V , V(la ®p x) = (1/3 ® a x)V 

b) Pour tout x £ M, on a : 

V{xs. ®p 1) = (xp ® a 1)V , 

c) Pour tout tout x £ M, on a : 

V(x s ®pl)V* =V*(l a ®^x)V 

d) Pour tout tout x £ M', on a : 

V*(lp® a x)V = V{xp ®s 1)V* 

Démonstration. Les opérateurs apparaissant dans l’énoncé ont un sens grâce aux relations m : 

MnM = a(N) = P(N) ,M'nM = 0(N) ,M'nM' = a(N) (2.1) 

la preuve repose uniquement sur les résultats 3.8, 3.11 et 3.12 de [12]. Par exemple, la première relation 
du a) résulte du fait que M est l’adhérence faible de l’algèbre {(id * w)(V) / ui £ cf. 3.8. La 

deuxième relation résulte alors de la première et de la formule V = cr-p a (Up ® a 1)V(Ï7* ®p l)crp, a 
la première relation du c) (resp. du d)), est exactement la première (resp. dernière) relation de 3.12 (v) 
(resp. .3.12 (vi)). □ 


V(l^®a x) = (la ®p x)V 
, V(xp ® s 1) = (xs ®p 1)V 
, V(lp ® a x) = (1 Q ®£ x)V 


2.4 Corollaire. Nous avons : 


1) V*{UxU*p ® a 1)V = (U a ®p 1 )ap a V(x s ®p 1 )V*a a p(U£ ®p 1) 

2) V(la ®/s UyU*)V* = (lp ® a U)a S pV*{lp ® a y)Vap S (lp ® s U*) 

3) V(l^ ®a UyU*)V* = (l s ®p U)a^ s V*(l s ®p y)Va s ^(l s ® ? U*) 


x € M 
y £ M' 
y £ M' 


4) V 12 V 23 = V 23 V 12 , (resp. V 12 V 23 = V 23 V 12 ) 


9 


Démonstration. Le 1) (resp. le 2)), est une conséquence de la premère relation du c) (resp. du d). 

Le 3) s’obtient à partir du 2) en remplaçant le groupoide Q par le groupoide ( Q) c . 

La première (resp. la deuxième) égalité du 4) est est équivalente à la première relation du b) (resp. deuxième 
du c). □ 

Nous avons : 

2.5 Proposition. (1^ ®a U)c T a pWV £ /3(N)p* a a(N) 


Démonstration. Posons T = (1^ ® a U)a a ^VVV et remarquons que T £ B(Hp® a H) est un unitaire . 
Utilisant la définition m du produit fibré *a a(N), il revient au même de montrer que pour tout 

x £ /3(N)' et tout y £ a(N)', on a [T, Xp ®a y] = 0. 

Montrons qu’on a [T, x^ ® a 1] = 0 pour tout x £ j3(N)'. 

- Si x £ M, on a 

T(xg ® a 1) = (Lg- ®a U)a a ^VV{x a ®p 1)V (2.3 c)) 

= (lp ®a U)a a çVV(x s ®p 1)V*VV 

= (lp® a U)a^VV*(l a ®£ X )VVV (2.3 c)) 

= (1^ ®a U)a a ^{l a ®p x)vvv = (Xfî ® a l ) T 

- Si x £ M', on a 

T{x ? ® a 1) = (1 ? ®a U)a^VVV(xç ® a 1)V*V 

= (lp® S U)a^VVV*( lp® a x)VV (2.3 d)) 

= {1P ®a u ) a a p( 1 » ®p x)VVV = {xfi ® a 1 )T 


On a donc montré que pour tout x £ /3(N)', on a [T, Xp ® a 1] = 0. De façon similaire, montrons que pour 


tout y £ a(N )', on a [T, lg-®a y] = 0. 

- Si y £ M, on a 

T(l£ ®a y) = (1 p ® a U)a a pVV(l s ®p y)V = (lg ®a U)a^VV(l s ®/3 y)V*VV (2.3 b)) 

= (lg®a U)a a pV(lp ® a U)a a pV*(lp ® a UyU*)Vap S ( 1/3 ®a U*)VV <232)) 

= (U/3 ®a £0(1/3 U*yU)Vaps(lp ® s U*)VV (2.2 6)) 

= (1| ®a y)( ®â U){U P ® a l)Vaps{l 0 ® a U*)vv ( 2.2 b)) 


= (1^ ®a y){ 1 ^ ®a u )a a p<jp a (Up ® a l)Vcrp a {lp ®a U*)VV = ( 1 ^ ®a y)? 1 (2.2 &)) 


- Si y £ M, on a 

T(l^ ®S y) = (l£ ®a U)(T a? VV(l s <8^ U)ap S V* (la t/yET)V^(la U*)V 

= (1 ? ®a ££)^V(1^ ® a U)a a p(l a ®p UyU*)Va a $(l a ®p U*)V 
= (lp ®a U)a a çV(UyU*p ® a U)a S0 Va a ^(l a ®p U*)V 
= (lp ®â U)(lp ® a U*yU)a a $V(lp ® a U)a a pVa a $(l s ®p U*)V 

= (0®sy)(0®a u )a a -p{lp U)a S pVa a fi(l a ®fiU*)V = (lp® a y)(lp® a U)a a ^VVV 
= (l p®ay)T 


»)) 
(2.2 c)) 

(2.3 a)) 
(2.2 c)) 


□ 
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2.2 Cas où la base est de dimension finie 


Si la base d’un groupoide m.q est de dimension finie, De Commer El H a donné une définition équivalente 
plus simple d’un tel groupoide. En se basant sur cette définition que nous rappelons, nous améliorons 
le résultat d’irréductibilté 1231 et nous généralisons aussi à ce cadre, quelques résultats utiles du cas des 
groupes quantiques localement compacts. 

Fixons dans ce qui suit, N = ®f =1 M ni une C*-algèbre de dimension finie, munie de la trace de Markov 
non normalisée e = ©f =1 nzTraceM ni ■ 

Le résultat suivant sera utilisé plusieurs fois : 

2.6 Lemme. Soient A et B deux C*-algèbres et soient a : N —>• M{A) et /3 : N° — ► M(B) deux *- 
morphismes non dégénérés. Alors il existe un unique projecteur p G M(B ® A) tel que pour tout s.u.m 
( e i^)»d=i>— ,ni,2=1,— ,k de N, on ait : 


k 1 ni 
i=i »,j=i 

Ce projecteur p sera dans toute la suite, noté qp : a- 

Démonstration. On peut supposer que B (resp. A), est une C*-algèbre non dégénérée de B {K), (resp. 

B (H))), avec K, H des espaces de Hilbert. 

Notons £ le C*-module sur N canoniquemen associé (15.81) au morphisme /3 : N° —> B (K). Soit v la 
co-isométrie définie par : 

v : K® H->£ ® a H : £ ® p H- £ p 

On vérifie que p = v*v convient (c/. El)- D 

La définition équivalente d’un groupoide mesuré quantique de base N, donnée par De Commer mm , est 
alors la suivante : 

2.7 Définition. Un groupoide mesuré quantique (m.q) de base N, est un octouplut Ç = (N, M, a , /3, S, T, T' , e), 
où : 

- M est une algèbre de von Neumann, a : N —> M et fi : N° —> M sont des morphismes normaux et 
fidèles. 

- Le coproduit S : M —> M © M est un morphisme normal et fidèle. 

- T : M + —> a(M) +,ext et T' : A I + —> /3(M) +,ext sont des poids opératoriels normaux, semi-finis et fidèles. 

Ces objets sont assujettis aux conditions suivantes ; 

1. Les images des morphismes a et /? commutent. 

2. 5(1) = qp ta et ô est coassociatif, i.e (5 ® idjv/)5 = (idjw ® 5)6 . 

3. Pour tout n € N, on a <5(a(n)) = 5(l)(a(n) ® 1) et ô(/3(n°)) = 5(1)(1 ® /3(n°)). 

4. Les poids nsff p et ip sur M déhnis respectivement par p = e o a -1 o T et îf> = e o fj^ 1 o T' vérifient : 

T=(\àM® l p)5 et T' = (ip (g) idM)5 

5. Pour tout t G R, on a aj o a = a et aj o /? = jd. 

2.8 Notations. 

a) V désigne l’image par l’injection canonique : B(Hs H , Hp ® a H) —> B(H ® H) de l’unitaire- 

pseudo-multiplicatif ÏWj V := Wgsj = W^ c . 
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b) W désigne l’image par l’injection canonique : B(H 0 ® a H,H a ®^H) —> B(H®H) de l’unitaire- 
pseudo-multiplicatif ÏT 2 1 V := Wç. 

c) V désigne l’image par l’injection canonique i|j- : B(H^®$ H, Hs ® 0 H) —> B(H 0 H) de l’unitaire- 
pseudo-multiplicatif JWj V := W(ço P )c. 

Dans ce qui suit, nous récapitulons les principales propriétés vérifiées par W, V et P qui seront utilisées 
dans la suite. La preuve de ces résultats découle des propriétés m des unitaires pseudo-multiplicatifs dont 
ils sont les images (c/. [T2]f7]). 

2.9 Proposition. Les opérateurs V, W, V sont des isométries partielles pentagonales agissant dans H® H 
et vérifient : 

a) W = £(Z7 0 1)V{U* 0 1)£ , V = £(1 ® U)V(1 0 £/*)£ avec U:=JJ 

b) V* = (J® J)P(J0 J) , W* = {J®J)W(J® J) 

c) Le support initial et le support final de chacune des isométries partielles pentagonales W, V, V est 
donné par les formules : 

= PP* = q Sif} , W*w = PP* = q 0ia , WW* = q a$ , V*V = q la 

2.10 Proposition. On a aussi les relations de commutation 

a) WyWi's = V 23 W 12 , V 12 V 23 = V 23 L 12 

b) Pour tout n £ N, on a : 

[P, a(n) 0 1] = [P, /3(n°) <8) 1] = [V, 1 <g» a(n)] = [P, 1 <g» /3(n°)] = 0 
P(1 0 a(n)) = (a(n) 0 1)P, V(j3(n°) 0 1) = (1 0 /3(n°))V 

[W, /3(n°) 0 1] = [W, a{n) 0 1] = [W, 1 ® /3(n°)] = [W, 1 0 S(n)] = 0 

W( 1 0 f(n °)) = (/3(n°) 0 1 )W , W (a(n) 0 1) = (1 0 a(n))W 
[P, a(n) 0 1] = [P, fj{n°) 0 1] = [P, 1 0 a(n)] = [P, 1 0 P{n°)\ = 0 

P(1 0 p{n°)) = (/?(n°) 0 1)P, V(a(n) 0 1) = (1 0 â(n))V 

c) Le coproduit de l’algèbre de von Neumann M vérifie : 

ô{x) = V(x® 1 H )V* = W*{l®x)W , x&M 

d) Le coproduit de l’algèbre de von Neumann M', qu’on note ô, vérifie : 

ô(x) = V*(1 h 0 x)V = V(x 0 1h)V , x & M' 

2.11 Notation. Contrairement à m, on adopte pour l’algèbre de von Neumann M, le coproduit défini 
par : 

8 x (x) = W{x®I h )W* , xeM 

Dans toute la suite, on note Q le groupoide dual (N°, M ', /3, a, <5, T, Tf e) avec T le poids opératoriel 

défini par (p' = e o /3 _1 o T , T' = R^, o T o R^, et Rj^, : M' —> M' : x Jx* J 


12 


2.3 C*-algèbres de Hopf faibles associées à un groupoide mesuré 
quantique |6], TJ 

Nous rappelons (avec des notations et des conventions différentes), les définitions des C*-algèbres de Hopf 
faibles associées par De Commer mm à un groupoide Ç m.q de base N de dimension finie, ainsi que les 
principaux résultats de mm ■ 

Avec les notations du paragraphe 12.21 posons : 

S = [{(w ® id)(V) | to G B(H)*}] , S = [{(id ® oo)(V) \ to G B(H )*}] 


Nous avons : 

• S et S sont des sous-C*-algèbres non dégénérées de B (H), faiblement denses dans M et M' respective¬ 
ment. 

• On munit S et S des représentations fidèles et non dégénérées : 

- L : S ->• B{H) : x ^ x , R : S -* B (H) : x H- UxU*. 

- p : S B(H) , A : S —> B (H) : x >-»• UxU* 

On rappelle que les *-automorphismes Ad U et Ad U* coincident sur M et M et on a (c/. El [Z]) : 

VgM(S®S) , W gM(S®A(S)) , V G M(R(S) ® S) (2.2) 

. [S, R{S)} = [S, A(S] = 0 

• les *- morphismes : 

S : S —> M(S ® S) : x H > V(x ® 1h)V* , S : S —> M(S ® S) : x H > V*{\r ® x)V 

se prolongent de façon unique h M (S) et M(S) respectivement en des *- morphismes <5 : M(S) —>• M(S®S) 
et S : M(S) —>■ M (S ® S )), strictement continus et vérifiant 

^(Is) = 9/3, a ; ^(lg) = 9 q,/3 

• 6 et ô sont coassociatifs et vérifient : 

[<J(5)(l s ®S] = [<J(5)(5®l s ] = <J(l s )(5®S) , [6(S)(1 § ®^ = [5(S){S®1 § ] = Ô(1 § )(S®S) (2.3) 

• Les *-morphismes a : N —»■ M(S) et /3 : N° M(S ) vérifient : 

<5(a(n)) = 6(ls)(a(n) ® l s ) , 6(f3(n°)) = <5(ls)(ls ® P(n°)) , n G N 

• Les *-morphismes (3 : N° -G M(S) et a : N —> M(S) vérifient : 

S(/3(n°)) = ô(lg)(P(n°) ® ls) , î(a(n)) = S(lg)(l s ® a(n)) , nGN 


2.12 Notations. On désigne par SS l’espace vectoriel fermé engendré par les produits xy, où x G S et 
y G S. On a donc SS = [{(wi ® id® 002 )^ 12 ^ 23 ) | 001,002 G B(H)*}]. 

Posons aussi C(V) := [{(id®w)EH | lu G B (H)*}}. Il est facile de voir queC(V) est une algèbre, la preuve 
est identique à celle m 3 . 2 ;. 

On note (e^)i- 1 ,les projecteurs centraux minimaux de la C*-algèbre N = ®g =1 M ni 
Le principal résultat de ce paragraphe est : 
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2.13 Théorème. Il existe des scalaires Aj, | A; |= 11 1 = 1, • • • , k uniques vérifiant : 

k 

(1 0 U)TWVV = \i(P(e {l) ) ® a(e^))q^ s 

i=i 


Pour la preuve du théorème, on a besoin du lemme suivant : 

2.14 Lemme. Soient a : N —> : N° —> B(H) deux *-morphismes unitales. Alors on a : 

a) q/ 3 , a {P{N°) 0 a(N))qp ta = 0iC.(/?(e ( * )o ) 0 a(e m ))qp, a 

b) q a ,p{a{N) 0 P(N°))qa,p = ®zC.(a(e< ! >) 0 /3(e«°))g Q>/3 


Démonstration. Montrons le a), la preuve du b) est similaire. 
Soient x, y G N, on a : 


Qp,a{P{x°) 0 a(y))qp }a = ^ — e(ya;e w )(/?(e ( ' )o ) 0 a(e {l) ))qp tC 


Par bilinéarité, il suffit de vérifier cette relation pour x = e i3 et y = e l rs . 


1 6 

^,aC8(eg )o ) 0 a(e i ; s ))qp, a = 6?6?6^ £ G9(e& )o e W °) 0 a(e l ab ) 


:,b= 1 


= ’Z2~ e ( e rs e ij e ^" ) )(0( e< ' l " ) °) ® a(e (r) ))Ç/3,c 


□ 


Démonstration du théorème. Posons T := (1 0 U)YiVVV. On a, T G B(H 0 H) est une isométrie partielle 
vérifiant (12.91 c)) : 

T&qp4MN)®â(N))q^ s , T*T = V*V = q ?a 

k 

il existe alors (12.1411 des scalaires A; vérifiant T = ^^A i(j3(e^°) 0 3(e^))ç^ a . Par injectivité de a et /3, 

i=i 

(P(e^°) 0 cï(e^))qp s ^ 0 pour tout l. On en déduit : 

k 

T*T = J2 I I 2 C8(e (,)0 ) ® ô(e®))q ?>s = 

i=i 

d’où le résultat. □ 

2.15 Corollaire. SS est une C*-algèbre et on a SS = UC{V)U*. 

Le corollaire se déduit directement des trois lemmes suivants que nous allons établir. 

2.16 Lemme. Posons B = [{iî(x)(l^ 0 y) | x G S , y G 5}]. Nous avons : 

a) B est stable par involution. 

b) Il existe un forme positive normale oj G B(H)f, vérifiant SS = (w0 id)(WBW*). 

c) SS est stable par involution. 
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Démonstration. Par (12.91 c)'). on a [V*V, S® 1h\ = 0. Soit lj G B(H )*, posons y = (id0w)(E). Pour tout 
tout x € S, on a : 


(1 h 0 y)S(x) = ® (id 0 lj)(V))ô(x) = (id 0 id 0 lj)(V 23 ô(x) i 2 ) 

= (id 0 id 0 lj)(V 23 V 2 * 3 V 23 ô(x) 12 ) = (id <g> id 0 l>)(V 23 S(x) 12 V2 3 V 23 ) 

= (id 0 id 0 w)((id 0 ô)(ô(x))V 23 ) = (id 0 id 0 lj)((ô 0 id)(ù(æ))p 23 ) 


Posons lj = u)'.s avec lj' £ -B(Kf)* et s £ S 1 . On déduit : 

(lff 0 2/)5(œ) = (id 0 id 0 Lj')((qp >a 0 s)(â 0 id)(<5(a;))V23) 

= (id 0 id 0 w')(((S 0 id)((ls 0 s)S(x))V 23 ) 

Comme [(lg 0 S)Ô(S)] C S 0 S, on a (id 0 id 0 lj')(((ô 0 icl)((ls 0 s)ô(x))V 23 ) £ B , ce qui prouve le a). 
On a WW* = q a p (12.91 c)), donc [WW*, 1 h 0 SS] = 0. On en déduit en utilisant (12.101 c)) : 

(1 H 0 SS)WW* = WW*{l H 0 SS)WW* = WBW* 

Soit (e[ l j)i,j=i,— ,ni,i=i,— ,k un s.u.m pour la C*algèbre N = Il est clair qu’il existe une forme 

lj £ B(H)+ vérifiant u(a(efj) = Sjni, donc (lj 0 id) q a ^ = 1 h- 

Il en résulte que SS = (u 0id)((ljj 0 SS)WW*) = (w0 id)(W23W*), d’où le b). 

Le c) est une conséquence du a) et du b). □ 

2.17 Lemme. On a SS = [(id 0 lj)(WV) \ lj £ B(H)*]. 

Démonstration. Soient s = (id 0 u)(W) et x G S. On a en utilisant fbf 12.91 c)) : 

sx = (id 0 lj)(W(x 0 1)) = (id 0 lj)(WVV*(x 0 1)) 

En posant lj = s' .lj’ avec s' G S, on déduit que sx G [(id 0 u')(WV)x' \ lj' G B(H )* , x' £ S]. 

Pour lj £ B(H)*,x G S , on a (id0 lj)(WV)x = (id0 lj)(WVV*V(x® 1)). En posant lj = x' lj’ avec x' £ S, 
on obtient (12.101 d)) que (id 0 lj)(WVV*V(x 0 1)) £ [(id 0 lj')(WV8(x')) \ x' G S, lj' G B (H)*]. Mais 
pour lj' G B(H)*,x' G S, on a (id0 lj')(WV 5(x')) = (id0w')(WV ri P*(l0a,’ , )V')) = ( \à®Lj'x'){WV ), d’où 
les inclusions SS C [(id 0 lj)(WV)x \ lj G -B(-ff)* , x G S] C [(id 0 lj)(WV) \ lj G B(H)*]. 

Montrons maintenant l’inclusion [(id 0 lj)(WV) I lj G B(-ff)*] C SS. 

Soit lj G B(H) t . Posons lj = x'lj'x avec lj' G B(H )* \x,x' G S. On a 

(id 0 lj)(WV) = (id 0 x'lj')(W(1 0 x)V) = (id 0 x'lj'){WVV*( 1 0 x)V) 

= (id 0 lj')(WV 8(x)(l 0 x') G [(id 0 lj)(WV)x \ lj G 5(7ï)* , x G S] 


Finalement, pour lj G B(H )* , x G S, posons lj = slj' avec s G S. On a 

(id 0 lj)(WV)x = (id0 lj')[WV( x ® s)] £ SS 


□ 
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2.18 Lemme. 55 = U* [(id (g) w)(V*E) / ui G B{H)*]U = U*C(V)U = UC(V)U*. 
En particulier, C(V) = [(id 0 w)(SV) / u> G B(H)*\ est une C*-algèbre. 


Démonstration. On a en utilisant Œc),m 

k 

WV = WVV*V = WVVV* = E(1„ ® U*)(J2 a I0(e (l) ) ® a(e^))q^ & )V* 

1=1 

k k 

= E(1 H 0 U*)(J2 MÂ(e W ) 0 S( e W))ÿ*) = E(l ff ® U*)(J2 Ai(/9(e (I) ) 0 lff))Ü*) 

/ = 1 Z=1 

k k 

= (1 h ®J 2 \iÏ3(eW))Z(l H 0 U*)V* = (l ff 0 ^ Az£(e®))(tT 0 U*)V*E(U 0 l ff ) 

Z=1 Z=1 


k 

Comme ^ Ai/3(e^))U* est un unitaire, on déduit (12.171) 
Z=i 


55 = [(id 0 u)(WV) | w G B(H).] = C/*[(id 0 w)(V*E) | w € B(R)*][7 
Mais 55 étant une C*-algèbre, on a aussi 55 = U*C(V)U = UC(V)U*. □ 

2.19 Remarque. Grâce aux deux relations V* = (J 0 J)V(J 0 J) et W* = (J 0 J)W(J 0 J), on 
peut procéder comme dans [3] pour prouver que C(V) := [(id 0 w)(EÛ) | w S 73(77)*] et C(W) := [(id 0 
w)(EW) | w G 73(77)*] sont des C*-algèbres et vérifient : 

5A(5) = C(V) , R(S)S = C(W) 

2.4 Groupoide mesuré associé à une équivalence monoidale 

Il s’agit d’un groupoide m.q de base N = C 2 , introduit par De Commer EUH- Avant de donner sa définition, 
nous rappelons les définitions et les résultats fondamentaux de | 6 | portant sur l’équivalence monoidale des 
groupes quantiques localement compacts, que nous utiliserons. 

Soit G un groupe quantique l.c. 

2.20 Définition. Une action galoisienne à droite du groupe G dans une algèbre de von Neumann N , est 
une coaction ajv : N —> N ® L°°(G) ergodique, intégrable et telle que le produit croisé N xi G soit un 
facteur de type I. 

Le couple (N, ccjv) est appelé objet galoisien à droite du groupe G. 

De façon similaire, on définit aussi les actions galoisiennes et les objects galoisiens à gauche pour G. 

Fixons un objet galoisien à droite (IV,ajv) du groupe G. Dans sa thèse [UE], De Commer construit un 
groupe quantique l.c H , muni d’une action galoisienne à gauche qzv : N —ï L°°(H) ® N qui commute avec 
ajv- 

De façon canonique, il associe aussi à l’objet galoisien à droite (TV, aj v) de G , un objet galoisien à droite 
(O, ao ) pour le groupe H, et une action galoisienne à gauche 70 : O —>■ L°°(G) 0 O pour le groupe G, qui 
commute avec ao- 
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Finalement, De Commer a construit mm un groupoide mesuré G h,G = (C 2 , M, a, fi, S, T, T', e), où M := 
L°° (H) éB N (B O (B L°° (G), dont l’axiomatique traduit toutes les propriétés des coactions ou coproduits des 
quatre algèbres N, O, L°°(G), ainsi que celles des poids invariants ou de Haar sous-jacents. Plus 

précisément, le coproduit 5 : M —ï M ® M e st formé par les coactions ou coproduits des quatre algèbres 
composant M. Les poids opératoriels T et T' sont déduits des poids invariants par les coactions ou de 
Haar. De plus, les *-morphismes a et fi sont à valeurs dans le centre de M et leurs images engendrent une 
copie de l’algèbre C 4 . 

Réciproquement, il est facile de voir qu’un groupoide G = (C 2 , M,a, /3,T,T,T r ,e), où les applications 
source et but vérifient les hypothèses précédentes, est de façon unique, de la forme G = Gh,g avec H et G 
des groupes quantiques l.c uniques à isomorphisme près. 

Dans ce qui suit, on se fixe un groupoide mesuré G = (C 2 , M, a, fi, 5 , T, T', e), où les *-morphismes a et fi 
sont à valeurs dans le centre de M avec des images qui engendrent une copie de l’algèbre C 4 . 


2.21 Lemme. on a a = (i et fi = a. 

Démonstration. On a f |12| 3.6) fi{n ) = Ja(n)* J = a(n) car a(n) est central dans M. 

De même, on a ([TS] 3.8) J/3(n)*J = fi(n) = Ja(n)*J , d’où fi = AdU oa = S. □ 


Avec les notations introduites dans le paragraphe ^. 21 on se propose de préciser les représentations régulières 
V et W de G, ainsi que les deux groupes quantiques l.c que détermine G- 

D’abord, on identifie M à son image dans B(H) par la représentation GNS du poids ip = e o a -1 o T. 
Posons if — £ o (i~ 1 o T'. 

2.22 Notations. Soit (ei,£ 2 ) Ici base canonique de l’espace vectoriel C 2 . Pour tout i,j, posons 

Pîj := a{£i)fi(Ej) , Mij := pijM , Hij = pijH , ipij := p\ Mi . > ipij := Mij 

On a facilement : 

2 

£^(^i) — Pii A Pii • S(.C-j ) — Plj A Pîj ? 1 1 ©iy Aiij : ù fpij ) — ^ Pik © Pkj 5 B — ©'© Hij 

k= 1 

Le poids tpij est nsff sur l’algèbre de von Neumann M\j et sa représentation GNS s’obtient par restriction 
à C M, de la représentation GNS de ip. En particulier, l’espace de Hilbert L 2 {Mij,ipij) s’identifie à 
Hij 

En utilisant (El! b)), on obtient : 

2.23 Proposition. Pour tout i,j,k,l, on a : 

(Pij®î-H))V{pki® 1 h) = à\(pij ®Pji))V{pu ®Pji) , {lH®Pij)W{\ H ®Pki) = 5 l j (pik®Pij)W(p ik ®Pkj) 

2.24 Notations. Vfr := (j>ij®Pji))V{pu®pji), W° ik = {p ik ®Pi 3 )W{j> ik ®Pkj ), = {p k i®Pji)V{p k i®Pjk) 

Les opérateurs unitaires 

Vji : Hu © Hji —> Hij © Hji , W^ k : H © H^j —i Hik © Hij , V ki . H^i ® Hjk —■> H^i ® Hji 

vérifient les relations suivantes : 
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2.25 Proposition. Pour tout i,j,k,l = 1,2, nous avons : 

a) (^)l2(^)l 3 (^)23 = (V&) 23 crçi) 12 , (^•) 1 2«.) 13 (Wj fe ) 2 3 = (W? fc ) 23 (W*) 12 

(^)l2(^)l3(^)23 = (V&) 23 (V*)l2 

b) ( relations de commutation) : V l k j 23 W 3 ü , X2 = Wfr A2 V kji23 , V£ jtl2 V£ jt23 = V£ j>23 Vk j>12 

c) Pour tout tu G B (H)*, on a : 

(id g Pjiupji){V J l l ) = Pij (id g w)(V)pu , {pik^Pik g id)(W/ fe ) = Pij(to g id )(W)p k j 

Les relations pentagonales a) et les relations de commutation b) résultent de celles vérifiées par V et W 
(12.101 al b La preuve de c) s’obtient par calcul direct en utilisant (12.101 bl). 

Rappelons que le coproduit S (resp. ô) de la C*-algèbre S (resp. S), est donné par 

ô(x) = V{x g 1)V* = W*{ 1 g x)W , x g S (resp. S(x) = V*(l g x)V = V{x g Ï)V* , x € S) (2.4) 

2.26 Notations. a) Posons Sij =pijS. On identifie les C*-algèbres M(Sij), ( resp. M(Sij g Ski)) et 

PijM(S) C B (H) , (resp. (p^ g p k i)M(S g S) C B(H g H)). 

b) Pour tout x G S^, posons ôij(x) = (Pik ®Pkj)é{x) G M{Sik g Skj)- 

2.27 Proposition. Pour tout i,j, k, l = 1, 2, on a : 

a) (à‘ ik ® ids w ) o ôï = (id S( , g Sfr) o ô l zj 

b) Pour tout x G S^, on a ô^(x) = (W/ fc )*( l Hik g x)W 3 ik = V^(x g 1 H kJ )(V^)*. 

Le résultat suivant joue un rôle central dans la suite : 

2.28 Proposition. Les projecteurs /3(e i),/?(£ 2 ) de la C*-algèbre M(S), vérifient : 

a) + /3(ei) = lg- , ô(fi(sj) = fife) g fi{sj). 

b) [Sfi(ej)S) = S. 

Démonstration, le a) est évident. Rappelons que dans [5J [TJ , De Commer a montré que l’espace vectoriel 
engendré par Ma{efi)M est faiblement dense dans M. Il en résulte que le b) est donné par le résultat plus 
général qui suit. □ 

2.29 Proposition. Soit n G N un projecteur. Supposons que l’espace vectoriel engendré par Ma[n)M 
est faiblement dense dans M. Alors l’espace vectoriel engendré par Sa(n)S est normiquement dense dans 
S. 

Démonstration. Montrons d’abord que [(1 g X(S))V(1 g A(5)V'*] = p(S) g A (S)qp >a . 

D’après [7], on a [(p(S) g l)?(p(5))] = (p(S) g p(S))qa,p. 

Mais tout x G S, on a (12.41 2)) V(1 g A(æ)P* = (1 g U)T,V*(1 g p{x))VT,{ 1 g U*), il en résulte que 
[(1 g X(S))V(1 g \{S)V*] = p(S) g A (S)qp, a . 

Pour tout x,x' G S, on a (lgA(x))P(lg A(x / )) = (lgA(x))V’(lgA(x , ))gs )J g = (lg A(x))P(lgA(a; , ))P*P. 
On en déduit que [(1 g A(S))P(1 g A(S’))] = p(S) g A (S)qp t0l V = p(S) g A (S)V, donc 

[(id g w)(l g A(5))P(1 g A (S)) | ta G B(H )*] = S 
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Grâce à cette égalité et l’hypothèse, on a 

[{(id ® wç^)(l ® A(x))V(1 ® A (x')a(n)) \ x,x' £ S \t;, y £ i/}] = S 

Mais par le calcul précédent, on a pour x,x' £ S : 

(1 ® A(x))P(1 ® A (x')a(n)) = (1 ® X(x))V (1 ® X(x'))V*V (1 ® a{n) £ (S ® A(S'))V r (1 ® a(n)) 
Mais on a par (12.101 b)) (a(n) ® 1)V = P(1 ® o(n)), donc : 

[{(id ® wç iI) )(l ® A(x))P(1 ® A (x')a(n)) \ x, x’ £ S \ £, y £ if}] C [Sci^n).!?] 


□ 


2.30 Notations. Pour tout i, j, k = 1,2 | x £ S et y £ A (S), posons : 

a) Xij := fi (ei)xP(£j) £ S , %{xjk) = Pijxp ik , yij := a(ej)ya(ej) € A (S) , 7p() = Pjiypki 

b) E) k := [{TTifofc) | x G 5}] C B(Hik,Hij) , Pj M = PP) fc tP = [{^(A(x ifc )) | x e 5}] C B(H k i,Hji) 


2.31 Proposition. Poitr u; € P(if)*, posons x = (id ® w)(P). Pour tout i, j, h,l = 1,2, nous avons : 

a) %{xji) = (id ® Pjiupji){Vji) , 7? j (A(x ife )) = ( p ik u]p ik ® id)(W/ fe ) 

b) (nk®n)ô(x i:i ) = (V^)*(l Hkl ®n(x ij ))V l k j = V^(n k (xij) (g> l Hlk )(V^)* , x £ S 

c) [E i jl H ü ]=H ij . 

d) {Eji)* = Efj , [E) k oE i kl ] = E) l 


Démonstration. Le a) s’obtient par un calcul direct. 

Le coproduit 6 : S —>• M{S ® S) vérifie <5(x) = V*(l ® x)V = V(x® 1)V*, d’où le b). 

Le c) résulte du fait que chaque opérateur l/’ ( est un unitaire. 

L’égalité (P];)* = Py et l’inclusion [P* fc o c P] ; sont immédiates. 

Pour tout w,u/ S B (H )*, considérons la forme normale $ € B (H )* définie par : 

$ : x >-)■ ( Pj k Lop jk ® puuj'Pki)(V (x ® 1)P*) = (pjkvpjk ® Pkiui'pki){V^{pjixpji © 1)(V(2.5) 

On a = Pji$Pji et comme V kl : Hji ® if*,* —» Hj k ® Hki est unitaire, il est clair que l’espace vectoriel 
engendré par ces formes normales <h, est dense dans B(Hji )*. 

On en déduit que Ef = [(id <g> $)(P) | $ comme dans !2.5j} ]. 

Avec w,u/ ë B (H )* et $ comme dans 12.51 posons x = (id®w)(P), y = (id®u/)(V) et 2 = (id® $)(V"). la 
relation (Vj k ) 12 (V kl ) 13 = {Vf. l ) 23 (y- l )i 2 (Vf. l )* 23 , nous donne immédiatement ^(x^fe)^ (y k i) = ni{zji), d’où 
l’inclusion Ej t C [P* fc o Pj^]. □ 


2.32 Corollaire. Pour tout i = 1,2, on a des représentations fidèles et non dégénées : 


définies par : 


7Tj : S 1 —> B (Hn © Hi 2 ) , 7T* : A(S') —> B(Hn © H 2 i) 


_ (Piixpn Pnxp i2 \ fpuxpu puxp 2i 

^ ' \Pi2XPi 1 Piixpa) 1 Pnxpn 
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Démonstration. Il résulte de (12.311 c)) que la représentation 7Tj est non dégénrée. Soit i 6 5 tel que 
7?j(x) = 0. On a donc a(eî)x = 0. Comme 1 — a{eî) G M, ce projecteur est limite faible de sommes finies 
d’éléments de la forme ya{£i)y' avec y, y' G M, donc x = 0. 

La preuve pour la représentation i f* est similaire. □ 

2.33 Corollaire. Pour tout i,j, k, l = 1, 2, E] k ® Sji , (resp. Si k 0 E kl x ) est un C*-module sur E l kk ®s jt 
, (resp. Sik 0 E 3 a x ) et on a : 

Vji G C{E\ k 0 S jU E) k 0 Su) , W 3 k G C(S lk ® E 3 kl x , S lk ® < A )) 

Ce sont des conséquences de V G M (S ® S) etW G M(S ® A(S')). 

2.34 Proposition. aj Ci := (Ma, Sli, ipujifa), est un groupe quantique localement compact. 

b) ( Mij , <$L) est rme action galoisienne à droite pour le groupe quantique Gj et VJj est l’implémentation 
canonique \21 ] j de cette action. 

c) (, 8\j) est une action galoisienne à gauche pour le groupe quantique Gi et est l’implémentation 
canonique my de cette action. 

d) Les deux actions ô 3 j et 8\j sur Mÿ, commutent. 

e) W 12 = EG*S, où G est l’opérateur de Galois introduit m par De Commer. 

La preuve de ces résultats se déduit de l’axiomatique du groupoide sous-jacent, de la définition et des 
propriétés des représentations régulières V et W. Donnons par exemple la preuve que la représentation 
normale a : M-,j xi Gj —> B(Hij) définie [21] par l’implémentation canonique, est fidèle. 

Pour tout x G M^, on a S 3 j(x) = (W 3 ij )*(l Hij ® x)W 3 j = V-j(x ® 1 H jd ){Vjj)*. 

La relation f2.251 bl W 3 j 12 V 3 j 23 = entraine que pour tout x G , y G ( Mjj )', on a : 

W ijp 2 à/; (-'OC//,, ® y) {W 3 jt i 2 )* = l Hij 0 a{S 3 j{x)(l 0 y)) 

Terminons ce paragraphe par la notation-définition suivante : 

2.35 Notation-définition. Un groupoide mesuré quantique de la forme G = (C 2 , M, a, fd, S, T, T 1 , e), où 
les *-morphismes a et f3 sont à valeurs dans le centre de M avec des images qui engendrent une copie de 
l’algèbre C 4 , sera noté Gg 1 ,G 2 > 0 Ù Gi := (Ma, 8\i, pu^u) et sera appelé un groupoide de co-liason. 

2.36 Définition. Deux groupes quantiques localement compacts H et G sont dits monoidalement équivalents 
s’il existe un groupoide mesuré quantique Ggx,G 2 t e l fi 116 H (resp. G) soit isomorphe à G\ (resp. G 2 ). 


2.5 Régularité 

Dans ce paragraphe, nous introduisons la notion de groupoide mesuré quantique semi-régulier. Dans le cas 
d’un groupoide de liason Gg!,G 2 , nous montrons que la semi-régularité (resp. régularité) des deux groupes 
quantiques G 1 et G 2 est équivalente à la semi-régularité (resp. régularité) de Qg!,G 2 - 
La notion de groupoide régulier a été introduite dans le cas compact par m et généralisée au cadre des 
C*- unitaires pseudo-multiplicatifs par [T9j [20]. 

Notons que De Commer a donné un exemple [S] de groupoide de liaison Gg!,G 2 où G 1 est régulier et G 2 
semi-régulier (et non régulier). 
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Dans ce qui suit, on se fixe un groupoide G = (N, M, a, /?, S, T , T', e) de base N = ®i=iM ni (cf. 12.71) . 

Dans l’appendice, nous avons donné la définition des opérateurs G B(H ei H) associés à tout £ G H. 

Notons que l’espace vectoriel normiquement fermé [Rç(R“)* | £,77 G H) (resp. [L^(L^)* | £,77 G H]), est 
une sous-C*-algébre de /C(iï), dont l’adhérence faible est a(N)' (resp. (3(N°)'). 

2.37 Définition. Le groupoide G est dit semi-régulier (resp. régulier) si on a [L^(L^)* | £,77 G H] C C(V), 
(resp. [Lf(i$* I Ç,vGH]=C(\ 0)- 

Nous avons la caractérisation suivante de la semi-régularité (resp. régularité) : 

2.38 Proposition. Il y a équivalence entre les conditions : 

a) Le groupoide G est semi-régulier (resp. régulier). 

b) U, 7 ? G H\ C SS , (resp.[LÎ(Lêy | £,77 £ H] = SS). 

c) Le groupoide dual G est semi-régulier (resp. régulier). 

d) [RÇ(B%y | £,77 e H] c C(W), (resp. [££(#“)* I 6 H] = C(W)). 

Démonstration. L’équivalence des conditions a) et b) résulte (12.151) des égalités : 

SS = UC{V)U* , U[Ll(L^)*\i,r 1 GH}U* = [Ll{Lly\i,r,GH] 

Les C*-algèbres "S" et "S" correspondant au groupoide Ç7, sont respectivement S et R(S) = U SU*. Par 
l’équivalence des conditions a) et b) appliquée au groupoide G , la semi-régularité (resp. régularité)) de G 
est équivalente à : 

[ÆfTO* e H\ c R(S)S , (resp .{R^R*)* | £,77 G H] = R(S)S) 

Par ailleurs, on a JSSJ = R(S)S = C(W ) et | £,77 G H}J = [R%(R%)* | £,77 e H], d’où 

l’équivalence des quatre conditons. □ 

Pour étudier la (semi)-régularité d’un groupoide de co-liaison Ç/Gi,G 2 associés à deux groupes quantiques 
l.c monoidalement équivalents, nous avons besoin du lemme qui va suivre, dont les notations sont les 
suivantes : 

Soient H , K et L des espaces de Hilbert, X : K 0 H —> L 0 H et Y : H 0 K —»■ H 0 L des opérateurs 
bornés. Posons : 

C(X) := [{(id 0 w)(S L0ff X) | lu G B{H, L)*}], C(Y) := [{(id 0 w)(S ff ®L Y) \ lu G B(K, H )*}], 


2.39 Lemme. Soient E , E 1 des espaces de Hilbert non nuis. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) K(H,L)<lC(Y) (resp. K{K, H) c C(X)) 

b) )C(H 0Ë,B'0 L) c [(K.(H,E')®1 l )Y{1 h ®JC(E,K))] 

(resp. K,(K 0 E', E ® H) c [(1C(L,E) 0 1 H )X(1 K 0 JC(E',H))] 
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Démonstration. On a par un calcul direct : 


(Il 0 O e ',ç)^H®L Y(1 h 0 9 v ,e) = (id 0 u}ç^){Y,h^l Y) 0 d e ',e | ^€H,ij£K,e€E,e'€E' 

Il eu résulte : 

[(Il 0 JC(H, E'))E h ® l Y{l H 0 K(E, K))] = [C{Y) 0 K{E, E')] c B(H E') 

L’équivalence des conditions a) et b) est alors une conséquence de : 

Sl®e' (Il 0 K(H, E') Ejl^l = K(H, E') 0 1 L 

L’équivalence des conditions (resp.) s’obtient en appliquant l’équivalence des conditions a) et b) à 

y' := Y k ® h X*Eh® l , K' := L, L' := K 

car on a C(Y') = C(X)*. □ 

On va appliquer le lemme précédent aux opérateurs unitaires : 

V*j ■ Hij 0 H r j —> H ir 0 H r j , W-j : 0 H jk —> H Z j 0 H ik 

2.40 Corollaire. Soient i, j,k,r = 1,2. 

a) Il y a équivalence entre les conditions suivantes : 

(i) K.(H^, H rj ) c C(VZ 3 ) , (resp./C(fly , H rj ) = C(V£)) 

(ii) K.(Hij 0 H ir ,H rj 0 H rj ) C [{JC(H ir ,H rj ) 0 ® lC(H ir ,H rj )\ (resp X{H xj 0 

Hir, H ri 0 Hrj) = [(IC(H ir , H rj ) 0 I//,.J l i 10 K{H ir , H rj )}) 

b) Il y a équivalence entre les conditions suivantes : 

(i) K,{H ^, H lk ) c C(W-j) , (resp X{H tj ,H lk )=C ( W£- )) 

(ii) 1C{Hij®H jk ,H ik ®H ik ) c [(K(Hij, H ik )®l Hik ) Wij(l HiJ ®1C(Hj k )\ (respX(fl' i j ®H jk> H ik ® 
H lk ) = [(JC(Hij,H ik ) 0 lH ih )W?j(l Htj ® /C(F ifc )]) 

Démonstration. Pour le a), appliquer 12.391 avec X := VA, H := H r j , K := H t j . L := Hi r et aussi 
E' := Hi r , E := H r j. 

Pour le b), appliquer 12.391 avec Y := , H := H^ , K := Hj k , L := H ik et aussi E' := H ik , E := 

H jk . □ 

Par un calcul direct, on obtient : 

2.41 Lemme. Pour tout lu G B {H) * et tout i,j,k,r = 1,2, nous avons : 

Pîk (id 0 ui){YW)pîj — Pi k {id &)pj k ujpij){Yijçji k Wij)pij , Pîk\ltj ( P f i ) | , Tj £ n)p,j — JC(Hij,H ik ) 

Prj{\à®Uj){YV) Pi j : prjfid 0 Prj'jjpirji'Pirpjrj Y r j)pij ; Prj\E^{L^) \ . T] £ H\pij = Ké(Hij , H r j) 

2.42 Corollaire. Il y a équivalence entre les conditions suivantes : 

a) Q est semi-régulier (resp. régulier) 

b) Pour tout i,j , r, on a : K.(Hij,H r j) C C(VA) , (resp. lC(Hij, H r j) = C(VÇL)) 

c) Pour tout i,j , k, on a : K.{Hij,H lk ) C C(W-j) , (resp .K{Hij,H ik ) = C(W^)) 

Démonstration. Appliquer 12.381 et le lemme précédent. □ 
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2.43 Lemme. Pour tout i, j,r, s = 1,2, on a : 

a) - H rj 

b) C(Vr)* = C(V%) , [C(VC)C(V°)\ = C{V r s 0 ). 

Démonstration. Il résulte de l’égalité SS = UC(V)U*, qu’on a : 

C{Vrj) = [R(S) rj E J ri X \ avec R(S) rj := R(S)p rj et E J riX = p rj X(S) Pij 
On déduit alors de 12.151 qu’on a : 

[ L (S)ji E îr] = [ E ïr L ( S )jr] avec L(S)ji := Spji et E J ir = Pji Sp jr 

En appliquant Ad U à l’égalité précédente, on obtient [R(S)ijE? r x ] = [Ej r x R(S) r j]. 

De (12.311 0 et d)), il résulte alors : 

- ClVïAHa = \R(S) r jEl- ,1 Ha = H r «, car R(S) r j est une sous-C*-algèbre non dégénérée de B(H r ,•). 

- C(v; 0 r = [R(S) rj E 3 ri>x ]* = [Ej r X R(S) r j] = [R{S) ij E j ir X }=C{V[ j ) 

- C{V; 0 )C{V^ = [R(S) rj E^ x ][R(S) tJ El x \ = [R(S) r jEÉ x R(S)ijE 3 is X } 

= [R(S) rj R(S) rj Ei i>x El x ] - [R(S) rj E 3 rStX = C(V r s 3 ) □ 

2.44 Proposition. Pouri,j = 1,2, il y a équivalence entre les conditions : 

a) K'.(IIjj) C C(V£) , (resp. K{H jj )=C(V 3 j )) 

b) K\Ujj, H,j) C C’(IO) , (resp.lC(H jj ,H ij )=C(V 3 j )) 

c) Le groupe quantique Gj est semi-régulier, (resp. régulier ). 

Démonstration, l’implication a) => b) résulte 11051 de C{V 3 3 )Hjj = H i3 et de C(V^) = [C(VA)C(VÀ)]. 
l’implication b) =► a) résulte 1031 de CiV^Y H,, = C{V^)H i3 = H :iJ et de C{VL) = [C(VT)C(V^.)]. 

Le c) résulte de l’équivalence des conditions a) et b). □ 

Le résultat principale de ce paragraphe est le suivant : 

2.45 Théorème. Soit Gg\,G 2 un groupoide de co-liaison associé à deux groupes quantiques l.c G i et G 2 
monoidalement équivalents. Alors il y a équivalence entre : 

a) Gi et G 2 sont semi-réguliers, (resp. réguliers). 

b) Le groupoide Ggx,G 2 es t semi-régulier, (resp. régulier). 

Démonstration, l’implication b) => a) résulte de !2.42l 

Réciproquement, supposons que pour j e {1,2}, on a IC(Hjj) C C(VJL), (resp. K,(H j: j) = C(VA)) et 
montrons (12.42l b~)L que pour tout i, r = 1,2, on a K,(H i3 ,H r j) C C(V r (), (resp. K.{H i3 ,H r j ) = C(VL)). 

Il résulte de 12.431 que pour tout i, j, r = 1, 2, on a : C{V) 3 )Hij = H r j. On en déduit : 

CIV;!, )!(,., = Il, j , C(Vt)Hjj = H i3 

Tout opérateur compact k e H r j) est alors de la forme : 

k = tk't'* ; te C(VL) , k' e 1C{H 3j ), t' e C(Vg) 

Mais, par [232 on a [C(I^.)C(V^C(Pg)*] = CiV^CiV^CiV;,) = C(VC), d’où l’implication a) =► 
b). ' □ 
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2.46 Corollaire. Soit Gg 1 ,G 2 un groupoide de co-liaison associé à deux groupes quantiques Le G\ et G 2 
monoidalement équivalents. Alors G\ et G 2 sont semi-réguliers (resp. (réguliers)) si et seulement si pour 
tout i,j, k = 1,2, on a : 


IC(H i:j ® H jk , H ik <g> H lk ) c ® 1//J //,, ® /C(R jfc )] 

(respX(Fÿ ® H jk ,H ik ® H ik ) = [(/C(fiy, H ik ) ® l ffl J W^l^. 8 /C(F jfc )]) 


C’est une conséquence de 12 . 401 , 12.421 et 12.451 

2.47 Remarques. Soient G\ et G 2 sont deux groupes quantiques monoidalement équivalents 

a) Nous verrons que l’inclusion : 

1 C{H 2 1 8 H 21 ,H 2 i t #11) C [( 1 h 21 8 /C(JÏ11 ))()* (/C(Jï 21 ) ® l ffai )] 
joue un rôle crucial pour établir, dans le cas régulier, l’équivalence des actions continues de Gi et 

g 2 . 

b) Le c) de 12.441 montre que l’égalité /C(R 22 , H 12 ) = G(Vf 2 ) n’entraine pas en général que Gi est 
régulier, ce qui permet de répondre négativement à une question de [T8] . 

3 Action continue d’un groupoide quantique sur une 
base de dimension finie 

Dans ce paragraphe, nous introduisons la notion d’action continue dans une C*-algèbre, d’un groupoide 
m.q de base une C*-algèbre de dimension finie. Nous définissons le produit croisé correspondant, qu’on 
munit d’une action continue du groupoide dual. 

Dans le cas d’un groupoide de co-liaison, nous montrons qu’une action continue d’un tel groupoide, nous 
donne une action continue de chacun des groupes quantiques l.c sous-jacents. Généralisant le cas de l’action 
triviale (6], nous montrons que les produits croisés correspondants à ces actions de groupes quantiques, 
sont Morita équivalents. 

Enfin, nous généralisons la bidualité de Takesaki-Takai pour les actions continues d’un groupoide m.q 
régulier. Nous terminons ce paragraphe par une description utile pour la suite, du double produit croisé 
par une action d’un groupoide de co-liaison. 

3.1 Notation. On se fixe un groupoide mesuré G = (N,M,a,/3,ô,T,T',e) de base N = ®f =1 M„; munie 
de la trace e = ®f =1 n;TraceM ni et on reprend les notations de 12.21 


3.1 Action continue. Produit croisé 


3.2 Définition. Soit A une C*-algèbre. Une action continue du groupoide m.q G dans A est un couple 
(/3a, Sa) où p A : N° —ï M(A) est un *- morphisme non dégénéré , Sa ■ A —» M{A ® S) un *- morphisme 
injectif vérifiant : 


a) <5 a(1) = qp A , a 



b) (<5 a <g> ids) o Sa = (LU <8 S) o Sa 


(c/a 
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c) Pour tout n £ N, on a 5a° PA(n°) = q0 A , a (^A ® P(n°)). 

d) [ô a (A)(I a ® S)] = qp A , a (A® S). 

Une C*-algèbre A munie d’une action continue (/3a, Sa) du groupoide G est appelée une (y-algèbre. 

3.3 Remarque, la condition a) est équivalente à qp A ^ a (A (§5 S) = [5a(A)(A <gt S)}. Elle entraine que les 
^-homomorphismes <5A®ids et idA®<5, s’étendent de façon unique à M(A® S), en des *-homomorphismes 
strictement continus et vérifiant respectivement ( 5 a ® k1s)(1a) = 9/3,4,0,12 et (idA 0 Æ)(1a) = Qp , a , 23- 

On a alors : 

- (Sa O ids)^(U) = (idA 0 <5)5a(1a) = qp A ,a, 12 9/3,a, 23 = 9/3,a, 23 9/3.*,a ,12 

- 5a o/3 A (n°) = (1a® P(n°))qp A , a = (1a® P(n°))5 A (l) , n&N 

- [(1a 0 S)<5a(^4)] = (A ® S)qp A , a = (A 0 5)(Ja(1) 

3.4 Exemples. a) L’action triviale du groupoide G■ Il s’agit de l’action de G dans la C*-algèbre 

A := N° définie par les *-morphismes : 

/3 N o : N° -> N° : n° ^ n °, (5jv° : -> M(N° ® S) : x° ^ l N o ® /3(x°) 

b) L’action du groupoide Ç? dans lui même. On prend A := S, P a '■= P et Sa '■= 5 le coproduit de S. 

3.5 Définition. Soient ( A , /3a, 5a) et ( B , (3b,5b ) deux t/-algèbres. Un *-morphisme non dégénéré / : A —> 

M(B) est dit G - équivariant si et seulement si, on a : 

(/ 0 ids)<Ui = 5 b o / , / o/3 a = Pb 

3.6 Notation. On note A~ la catégorie dont les objects sont les Çy-algèbres, et les morphismes sont les 
*-morphismes / : A —> M(B ) non dégénérés et Ç7-équivariants, i.e f o Pa — Pb et (/ 0 k!)5a = 5b 0 f 

Fixons dans ce qui suit une action continue (P a, 5 a) du groupoide G dans une C*-algèbre A. Comme 
conséquence de la condition (13.21 ail, on a facilement : 

3.7 Lemme-Notation. La représentation de A dans le C*-module A® H définie par ttl '■= (idA 0-b) ° <5 a 
se prolonge de façon unique en une représentation 7 tl ■ M(A) -A- C(A 0 H) fidèle, continue pour les 
topologies stricte/topologie *-forte et vérifiant 717 ,( 1 a) = qp A ,a- 

De plus, on a Vm £ M(A) , n L (m) = 'KL(m)qp A , a = qp Ata Tr L (m). 

Introduisons le C*-module 

£a,l = qp A ,a( A ®H) (3.1) 

Par restriction de ttl, on obtient une représentation unitale, fidèle et continue pour les topologies stricte/topologie*- 
forte : 

tt : M(A) ^ C(£ a ,l)’■ mt-A-n L (m)\ £A l (3.2) 

Pour tout T £ M(S) , on a [1a® T, qp A , a ] =0 (' 12.101 a’) h On en déduit une représentation unitale continue 
pour les topologies stricte/topologie*-forte : 

Ô : M(S) C(£ a ,l) ■ T ^ Ô(x) := (1a 0 T )^ (3.3) 


3.8 Définition. On appelle produit croisé de la C*-algèbre A par l’action (Pa, 5a) du groupoide mesuré 
G, la sous-C*-algèbre notée A x G de C(£a,l) engendrée par les produits 7 i(a)9(x ), a £ A et x £ S. 
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3.9 Lemme. Le produit croisé A x Q est l’adhérence de l’espace vectoriel fermé engendré par les produits 
7r (a)9(x ), a € Aetx € S. 

Démonstration. Soient w G B(H )* et a G A. Posons x = (id8 oj)(V). Nous avons : 

(1a 8 x)ir L (a) = (idA 8 ids 8 w)(V ^-k L ( a) 12 ) = (idA 8 ids ® u])(V 23 Vf 3 V 23 Tr L (a) 12 ) 

= (idA <8 ids 8 v)(V 23 Tr L (a)i 2 Vf 3 V 23 ) (ESk)) 

= (idA 8 ids 8 w)[(idA 8l8 L)(idA 8 Æ)(d(a))] = (idA 8 ids 8 ui)[(n L 8 L)(Æa(ûs))] 

En posant u> = ui' .s avec <J G B(H )* et s £ 5, on obtient que (1a 8 x)i tl(o) est limite normique de 
sommes finis 7rz,(ai)(lA 8 ag) avec G A et Xi G S. □ 

i 

Le résultat précédent montre clairement que n (resp. 9), définit un *-morphisme n : M(A) —> M{A x G) 
(resp. 6 : M(S) —> M(A x Ç)) unital et strictement continu. 

Notons aussi qu’on a une unique représentation fidèle, continue pour les topologies stricte/topologie * 
-forte : 

j b : M(B) —*■ C(A 8 H) , js(ls) = qp A ,a (3-4) 

vérifiant : 


(js o n)(m) = (idA 8 L)ô A (m) , mGM(A); (j B o 9)(T) = qp A , a (l A 8 T) , T G M(S) (3.5) 


On définit de même le produit croisé d’une C*-algèbre par une action continue du groupoide mesuré dual 

G (c/.HHD . 


3.10 Définition. Soit B une C*-algèbre. Une action continue du groupoide mesuré dual G dans B , est 
un couple (as, <5 b) avec as ■ N —y M(B) un *-morphisme non dégénéré et 63 ■ B —> M{B <g> S) est un 
*-morphisme injectif vérifiant : 


a) 


£ b (1) = Qa B ,P = 


1 nl 

( aB ( e A) ® ^( 4 °)) 

; n l ; ;_i 


(cf eu. 


b) (Sb 8 idg) o 5b = (ids 8 5) o ô B . 

c) Pour tout n G TV, on a Sb ° cl b in) = q aBt @(lB 8 a (ri)). 

d) [5 b (B)(I b 8 S)] = q aB ,p(B 8 S) 

Une C*-algèbre B munie d’une action continue (as, 63 ) du groupoide G est appelée une (/-algèbre. 


La condition a) entraine que les *-morphismes <5s 8 idg et ids 8 S, s’étendent de façon unique à M(B ® S), 
en des *-morphismes strictement continus et vérifiant : 

(Sb 8 idg)(ls) = qa B ,p ,12 , (ids 8 £)(ls) = 9a,g ,23 

Pour définir le produit croisé C = B x Q, on introduit le C*-module 

£ B ,\-=q aB fi(B®H) (3.6) 

Exactement comme dans le cas d’une action du groupoide G, on a : 

- un *-morphisme 7 f : M(B) —y C(£b,\) unital, injectif et continu pour les topologies stricte/topologie 
*-forte vérifiant rr(m) = (ids 8 A)(5 s(bi)|£ b x . 

- un *-morphisme 6 : M(S) —► £(£b, a) unital et continu pour les topologies stricte/topologie *-forte 
vérifiant 9(T) = (ids 8 T)\ £b x . 

Comme dans le cas d’une action de G, on a : 

3.11 Proposition-Définition. L’adhérence du sous-espace vectoriel de £(£b,\) engendré par les produits 
n(b)9(x ), b G B et x G S, est une sous-C*-algèbre, qu’on appelle produit croisé de B par l’action de G et 
qu’on note B x G- 
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3.2 Action duale 


3.2.1 Cas d’une action continue du groupoide Ç 


Soit (Pa,Ôa) une action continue du groupoide G dans une C*-algèbre A. 

Posons B = A x G et Sa '■= £a,l- Remarquons (12.101 bii qu’on a [qp A , a ,i2i V 23 ] = 0 dans C(A ® H ® H). 
Soit X £ C(£a ® H) l’isométrie partielle définie par 

X V23| £j48J/ 

On a (12.91 cil : 

x * x = n^\s A ® H > XX* = qs ^ 23l£A0H = (Ô®id § )( qs> e) (3.7) 

Soient 8 b ■ B —» C(£a ® H) et as ■ N —> C(£a) ), les applications linéaires définies par : 

S b (b) = X(b® Ih)X* , b £ B et as(n) = 6 (a(n)) = 1 a ® ci(n)\£ A ,n&N 


On a : 

3.12 Proposition. Le couple (cxb, 8 b) définit une action continue du groupoide mesuré G dans la C*- 
algèbre B = A >3 G ■ 

Démonstration. : Il est clair que as '■ N —> M(B)) est un *-morphisme et qu’on a XX* = q aB j3 = 
(0 ® id§)(q s ,p). 

Pour voir que S b est à valeurs dans M{B ® S ), considérons M(B ® S) comme une sous-C*-algèbre de 
C{£a O H). Pour tout a £ A et tout x £ 5, on a (12.21 et ETTÜ1 d'il : 

X(n(a) ® 1 h)X* = (n(a) ® 1§)(0 ® id§)qs,p , X( 6 (x) O 1 h)X* = (0 ® idg)d(æ) 

Comme X*X = q^ s 23 | £ on a (12.10l bll pour tout a£A,x£Setb£ M(B) : 

[X*X, b ® ljy] = 0 et X(n(a)0(x) ® 1 h)X* = (7r(a) ® lg)(0 ® idg)5(a;) (3.8) 

Il en résulte que 8 b '■ B ^ M(B ® S) est un *-morphisme et on a 5 b (1b) = q aB ,p- 
Montrons qu’il est injectif. Soit b £ B tel que à b (b) = 0. 

On a alors X*X(b ® 1 h)X* = (6® 1h)X* XX* = (0® 1 h)X* = 0. Il en résulte que pour tout oj £ 13(71)*, 
on a 0(id ® u)(X*) = 0. Comme [(id ® w)(X*) | u £ B (H)*] = (1a ® R(S))\s A , on a b = 0. 

Montrons la continuité de 8 b- 
Pour a £ A et x, x' £ S, on a : 

5B('ïï(a)9(x))(lB ® x') = (7T(a) ® 1 <j)( 0 ® idg)(5(x)(lg ® x')) 
donc [5 b(33)(1b ® S 1 )] C 5b(1b)(-B ® S). 

Pour montrer l’inclusion 5 b(1b)(73 ® S) C [5b(33)(1b ® -S 1 )], remarquons qu’on a : 

5b(1b)(33 ® S) = 5b(1b)[(7t(o) ® l<j)(0(x) ® x')\ a £ A ; x , a/ £ S] 

= [5b(1b)(tt(û 0 ® lg)(0 ® idg)(ça,/3(a: ® x 1 )) \ a £ A ; x , x' £ S] 

= [5b(1b)(7t(o) ® 1§)(0 ® id^)(5(u)(lg ® u')) \ a £ A ; u , u' £ S 1 ] (12.31) 

= [5b(t'‘(«)0(m))(1b ® w'))) | a £ A , n, u' £ S] = [5b(33)(1b ® 5)] 
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Montrons la coassociativité de Sb- 
Pour tout c G M(B g S), on a : 

( Ôb g idg)(c) = X 12 c 13 X* 2 et (id B ® ?)(c) = V23C12ÎÇ3 

La coassociativité de 5b résulte de la relation pentagonale vérifiée par V et des relations (c/. 12 .101 b')') : 

X12X13 = V23X12V23 et [X121 L23L23] = 0 dans C(£a g H g H) 

Finalement, pour tout n G N, on a l2.10l b'l : 

ÔB{cxB{n)) = X(9(a(n)) g 1 h)X* = (6 g idg)<5(3(n)) = 5 b(1b)(1b g 3(n)) □ 

3.13 Définition. On appelle action duale du groupoide Q dans le produit croisé B = A x Q, l’action 
définie par le couple (as, S b)- 


3.2.2 Cas d’une action continue du groupoide dual Ç 


Soit (as, S b) une action continue du groupoide G dans une C*-algèbre B. 

Posons C = B x Ç et £b := £b, a (c/. 13.61) . Remarquons (12.101 b')') qu’on a [q ag ^ 12 , V 23 ] 
C(B g H g H). Soit Y G C{£b g H) l’isométrie partielle définie par 

Y •= V 23 


On a (12.91 c')') : 


Y Y — ga,^,23|£ B( g>B > IL— <?^,a,23|£ B ®B — (0 g ids)g£ jCt 

Soient ôc '■ C -G C{£b g H) et (3c '■ N° C(£b) ), les applications linéaires définies par : 

6c(c) = Y(cg l H )Y* , c G C et (3 c {n°) = 9((3(n°)) = 1 B g (3(n°)\ £B , n G N 
Comme dans le cas d’une action continue du groupoide Q, on établit les formules : 


= 0 dans 


(3.9) 


Y(n(b) g 1 h )Y* = (7 i( 6 ) ® l s )(0 g id s ) g/ 3 , a , Y(9(s) g 1„)Y* = {9 g id s )<5(s) , b G B , s G S 

[Y*Y,cgl H ] =0 , Y{Tf(b)9(s)gl H )Y* = {Tr{b)gl s ){9gids)ô(s),cGM(C) 1 bGB,sGS (3.10) 
Vi 2 Y 13 = V 23 Y 12 V 2 * 3 et [Y 12 ,V 2 * 3 V 23 ]=0 dans £(£ B g H g H) 

Il en résulte qu’on a : 


3.14 Proposition. Le couple (f3ciàc) définit une action continue du groupoide mesuré Q dans la C*- 
algèbre C = B x Q qu’on appelle l’action duale de l’action (as, 5 b). 


3.2.3 Action continue d’un groupoide de co-liaison 

Soient G\ et G 2 deux groupes quantiques l.c monoidalement équivalents. Dans ce qui suit, on se fixe un 
groupoide de co-liaison Q := Gg!,G 2 = (C 2 , M, a, (3, ô, T, T', e), dont les coins sont identifiés aux groupes 
quantiques G 1 et G 2 . 

Pour étudier les actions continues de ce groupoide, nous reprenons pour G , les notations du paragraphe 
12.41 et nous identifions les C*-algèbres M(Sij), (resp. M(Sij g Ski)) et pijM(S) C B(H) , (resp. ( pij g 
Pu)M(SgS) C B(HgH)). 
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Soit A une C*-algèbre. Nous allons commencer par donner une description équivalente d’une action continue 
( (3a, Sa ) du groupoide G, en termes d’actions continues des groupes quantiques G\ et G 2 . 

On rappelle que /3 a ■ C 2 — > M(A) est un *-morphisme unital et Sa ■ A —> M(A 0 S) un *-morphisme 
injectif vérifiant les conditions 13.21 

Remarquons d’abord que le *-morphisme (3 a ■ C 2 —>• M(A) est à valeurs dans le centre de M{A). En effet, 
pour tout n G C 2 , x G A, on a : 

ô A {l3A{n)x) = 5 a {3 a )(Ia 0 /3(n))ô A (x) = Sa(x)5a(1a)0-a 0 P(n)) = ÔA(x/3 A (n)) (3.11) 

Par injectivité de Sa, on déduit \{3a(ii),x\ = 0. 

3.15 Notations. Posons : 

a) qj := /3a (e^), Aj = qjA. Il est clair que A± et A 2 sont des idéaux bilatèrs fermés de la C*-algèbre 
A et on a A = A\ 0 A^. 

b) Pour j,k = 1,2, notons n k : M(A k 0 Skj) —> M(A0 S) le prolongement strictement continu de 
l’injection canonique Ak 0 Skj —> A 0 S vérifiant Trj(J-A k ®S k j) = Qk ®Pkj- 

Par définition 12.61 du projecteur qp, a , on a pour j = 1,2: 

qp A , a = qi 0 a(ei) + <72 0 a(e 2 ) (3-12) 

On déduit alors de (13.2l cP que pour j = 1, 2, on a : 

ô A {qj) = ^2 qk 0 Pk i (3.13) 

k 

Par un calcul direct, on obtient facilement : 

3.16 Lemme. Pour tout a G A et j, k = 1, 2, on a 

(Qk 0 1 s)SA(qja) = (1a 0 a(e k )5 A (qja) = (q k 0p k j)SA(a) 

3.17 Proposition. Pour j,k = 1,2, il existe un unique *-morphisme injectif et non dégénéré : 

S\. '■ Aj —* M(A k 0 S k j) 

vérifiant rr k o ô k A .(x) = (q k 0 1sMa(x) = (1a 0 a(e k )S A (x) = (q k 0p k j)S A (x) , x G Aj. 

De plus, nous avons : 

a) Pour tout a G A, on a ô A (a) = 

k,j 

b) Pour tout j , k,l = 1, 2, on a (ô l Ak 0 id s kj )S Aj = (i<U, 0 S^)ô l Aj 

c) [ô k A AA j )(l Ak 0 S kj ]=A k 0 Skj , en particulier on a : 

M(ô k A . (A^) C M(A k 0 S k j) , A k = [(idA fc 0 u>)S Aj (Ai) I w € B(H kj ) t ] 

d) ô Ai : Ai —> M(Ai 0 Su) est une action continue du groupe quantique Gi dans la C*-algèbre Ai. 
Démonstration. On a Im (7 r k ) = ( q k 0pkj)M(A 0 S). Par ailleurs, pour tout x G Aj, on a 


ô A (x) = ô A (qjx) = ^ ~2(q k 0 p k j)ô A (x) 

k 
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d’où l’existence des *-morphismes S Aj , qui vérifient : 

7Ty O S A . (x) = (q k 0 Pkj)SA(x) , x G Aj 

Le a) résulte de l’égalité A = Ai ® A 2 . Par ailleurs, pour j, k,l = 1, 2, nous avons : 

(■Tri ® ids fcj )(^A fc ® id s kj )(T) = (q t ®p Lk # p kj )(S A ® idsr)(7r*(T)) , T G M(A fc g Sjy) 

(TTfc 0 idsfcj)(id^i ® S k j)(T) = (qi g p lk g p fcj )(idA ® (T)) , T G M(Ai g Sy) 

Le b) résulte alors de ces deux relations et de la coassociativité de Sa- Notons que le b) entraine l’injectivité 
des ^-morphismes S A . 

Le c) se déduit de la condition de continuité (13.21 d)) de la coaction Sa- Le d) est une conséquence de b) 
et de c). □ 


3.18 Corollaire. Pour j,k = 1,2 avec j ^ k, nous avons : 

a) Pour tout x G 8 Aj (Aj), on a (idA fc 0 <5jb)(æ) G M(S\.(Aj) g Sjj). 

b) 8 A (Aj) -A M(S Aj (Aj) g Sjj) : x >-A (idA fc 0 ô k j)( x ) est une action continue du groupe quantique Gj 
dans la C*-algèbre 5\.(Aj). 

c) Aj -A 8\ (Aj) : x H > S A .(x) est un * -isomorphisme Gj-équivariant. 

Démonstration. Les assertions du corollaire sont des conséquences de (13.17l bh c) et d)) faciles à établir. □ 

3.19 Remarques. a) Dans le cas 13.41 de l’action triviale, les C*-algèbres Aj s’identifient à C et le d) 

de 13. 171 correspond à l’action triviale de G\ et G 2 . 

b) Dans le cas 13.41 de l’action du groupoide Q dans lui même. On a 

Ai. = S n © S 21 , A 2 = S 12 © S 22 , S k Aj = S k j © S k j 

c) Dans le cas où les groupes quantiques G\ et G 2 sont réguliers, nous verrons (14.1111 que la Gj- 
algèbre S A (Aj) peut être obtenue directement à partir de la G^-algèbre A kl dont elle est en fait 
une déformation. 


De cette description concrète d’une action continue (A, fd A , Sa) du groupoide Ç en fonction des ^-morphismes 
S Aj , on déduit une définition pratique des *-morphismes Ç7-équivariants. 

3.20 Lemme. Soient (A, /3a, Sa) et (B, )3b, 5b) deux Q-algèbres. Pour k = 1,2, posons q k := /3a(Os) et 
soit L k : M(B k ) -A M(B) le prolongement strictement continu de l’inclusion B k C B. 

a) Si f : A -A M(B) est un *-morphisme \3. 51) Ç-équivariant, alors pour tout j = 1,2, il existe un 
unique *-morphisme non dégénéré fj : Aj -A M(Bj) vérifiant : 

(fk ® id Sfc3 - )°6\ j = S k B . o fj , k,j = 1,2 (3.14) 


b) 


De plus, pour tout a G A, nous avons f(a) = o ffiaqj). 

j 

Réciproquement, si pour j = 1,2, nous avons un *-morphisme non dégénéré fj : Aj -A M(Bj) 
vérifiant\3.14\ alors le *-morphisme non dégénéré f : A -A M(B) : a 1 -A f(a) = ° fj(aqj) est 

j 


Q-équivariant. 
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Démonstration. De la deuxième condition de la Ç/-équivariance de /, il résulte que f(^A(^j)) = /3b (cj), 
donc f(Aj) C /3s(£j)M(B) = ij(M(Bj )), d’où l’existence des *-morphismes non dégénérés fj : Aj —> 

Le a) se déduit aisément de la premième condition de la Ç7-équivariance de /. Le b) est facile à vérifier. □ 


3.21 Corollaire, les deux correspondances : 

A ^ —> A Gz : (A, /3 a, Sa) h > ( Ai , S\f) , i = 1,2 


sont fonctorielles. 

Démonstration. Il est clair que si / : (A,/3a, Sa) —> (B, /3b,Sb) est un *-morphisme Q- équivariant, alors 
fi ■ {Ai,S\.) —> ( Bi,ô l Bi ) est Gj-équivariant. □ 


Pour montrer que dans le cas où G\ et Gi sont réguliers, les deux correspondances A G —ï A Gi : (A, fi a, Sa) 
(Ai, S l Ai ) sont biunivoques, nous aurons besoin d’une réciproque de 13.171 : 

3.22 Lemme. Soient Ai et A 2 deux C*-algèbres munies de : 

S% '■ Aj — > M(A k ® S k j) , j, k = 1,2 

des *-morphismes injectifs vérifiant les conditions H3.17\ b) et c)). 

Posons A := A\ © A 2 et avec les notations de \3.15l définissons les *-morphismes : 

Sa ■ A —y AI (A ® S) : a = ( 01 , 02 ) l— t Sa (o) := ^ ) 7 Tj S^ (a,j) , /3a ■ C 2 —> M (A) : (A, p) *—t 

k,j 

Alors (/3a, Sa) est une action continue du groupoide G dans la C*-algèbre A = Ai ® A 2 . 

□ 


A 0 

0 jx 


Equivalence de Morita des produits croisés des C*-algèbres Ai xi Gi et A 2 xi G 2 

Soit (A, /3a, Sa) une action continue du groupoide G := Gg 1} G 2 - Avec les notations de 13.171 nous allons 
montré que les produits croisés A 1 xi Gi et A 2 xi G 2 sont Morita équivalents. 

Commençons par expliciter le produit croisé (c/. 13.91) A » G- 

On a 

Sa = Sa,l = (qi ® a(si) + q 2 <8> a(e 2 ))(A ® H) = £ a ,i © Sa ,2 

avec £a,ic = A k ® a(e k )H = A k © H k> i © A k <g> H ki2 , k = 1,2. 

Posons B = A xi G C C(£a)- On rappelle qu’on a B = [-K(a)0(x) \ a G A , x G S 1 ] où 

7T : M(A) —»• M(B) : m 1 —>■ (idg) L)Sa(iti)\ £a , 9\M(S)^M(B):T\-a(1a®T)\ £a 

Il est clair que l’application a 1 —> ■n(a)\ £Ak définit une représentation fidèle 7Tfc : A —> C(£A,k) de la 
C*-algèbre A et on a pour tout a G A : 

7 T fn)= f 0 Lkl ^Ax (°9i) 0 

k V 0 (kÙ4 fe © L k2 )SA 2 (aq 2 ) 
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De même, pour k = 1,2, on a une représentation fidèle 9 k : S —S- £(£ A ,k) ■ x K > x K > (1a g p( a; ))|£ A k de la 
C*-algèbre S et pour tout x G S, on a : 


n, M = ( 1 A k ® K k (x il) l Ak g 7Tfc(a;i2)\ 
fc 0 ^fe(*2l) lA fe ® Kk(X22)) 


Xij := P(£i)x0(ej) , TT k (xij) := Pkixpkj 


Notons 7r b la représentation du produit croisé S = A xi S définie par l’inclusion B C jC(£a)- 

Par restriction de ttb au sous C*-module £ A , k , on obtient pour tout k = 1,2, une représentation 7rg,fc : 

13 —► C(£ A ,k)- Pour tout a G A,x G S, posons b = tt( a)9(x). On a : 

/7 \ , / N Aid^fc ® Lki)ô\ (dqi)(l Ak 0 7 Tfc(a: 1 i)) (Ma* ® L kl )ô k A (aqf)(l Ak 0 7 rjfe(a;i 2 ))\ 

^ = *.(«)*.(*) = ( (idji g tl2)i C (a , 2)(u , 8 îtfel) ) (id< , g 8 ft(z 22 ))j 

Pour tout i,j , A: = 1, 2, posons 

p : = [{7r i (ag J )0i(a; J fc) |oëd, iëS}]c Tp g H ik , A,; g) H\j) (3.15) 

Remarquons que pour tout i, on a £) À = A,; xi^ 4 G^. 

3.23 Théorème. Pour tout i,j,k,l = 1,2, nous avons : 

En particulier : 


(^4-i g H n ) — 2b g Jîjj , 

[4°p = 4 

. (P 

[po(pn = p 

?r 

* 

o 

?r 

II 


Pour la preuve de ce théorème, nous avons besoin du lcmme suivant : 

3.24 Lemme. Pour tout i,j,k = 1,2, notons Lj k l’injection canonique définie par la composition : 

C(Ai g Hik-, Ai 0 H-ij ) —> C(£ A ,i) C(£a) 

Pour tout a G A et tout x G S, on a : 

i) k {&i{xjk)^i(aqk)) = (<ïi 0 Pij)9(x)ir(a)(qi g p ik ) , i’- fe (7r i(aqj)0i(x jk )) = (qi g p i j)'ïï(a)0(x)(q i 0p-i k ) 


Un calcul direct permet d’établir ce lemme. 


Démonstration du théorème. Montrons l’inclusion (£ji)* C £\j. 

Soient a G A et x G S. On a (ni(aqj)Oi(xji)])* = ^(appap) Posons 0(a;*)7r(a*) = lim ^ 7r(a s ))0(x s ) 

finie 

avec a s G A et x s G S. Il résulte de 13.241 qu’on a : 

9i(x*j)TTi(a*qj) = \im.y^/iri(a s qi))9i(xij tS ) 
finie 

d’où l’inclusion (£]{)* C p et finalement l’égalité. 

L’inclusion [£j fc o £ kl ] C résulte de l’égalité (£ k j)* = p- 
Soient a G A et x G S, montrons que Wi(aqj)9i(xji) G [£j k op¬ 
posons a = ai<Z 2 avec a, G A. D’après (12.31l d'l'l. on peut supposer que 9i(xji) = 9i(yjk)9i(z k i) avec y, z G S. 
On a alors ir z (aqj)8i(xji) = TTi(aiqj)TTi(a-zqj)9i(yj k )9i(z k i). 

Comme ni(a 2 qj)9i(y jk ) G £) k = (£ l kj )* , on a tt ^aq^O^Xji) G [£) k o£ l u \. 

L’égalité [£j ; (Ai g Hu)] = Ai g Hÿ résulte de (I3.17l cll et de l’égalité [ E □ 
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3.25 Corollaire. £j ? est une C*-algèbre et £\j est une équivalence de Morita entre les C*-algebres £- = 
Ai ^5 a,î ^ £ij ■ 


Démonstration. On déduit du théorème que £j ■ est une C*-algèbre qui agit de façon non dégénérée dans 
le Ai - C*-module Ai 0 Hij et on peut considérer M (£j ^) comme une sous-C*-algèbre de C(Ai 0 Hij) = 
M(Ai 0 IC(H zj )). 

Il est clair que £|-, muni de l’action à droite de £P et du produit scalaire (£, rj) := t;*r] est un C*-module 
plein et on a £b = Ai ^ G* ~ /C(£L). □ 

3.26 Proposition. On a un *-isomorphisme fiji : £P —ï £j ? vérifiant tout x G £L : 

(Ô J Ai 0 id K{Hij ))( x ) = ( W ji,23)>ji( a; )l3Wji,23 

De plus, pour tout a G A et x G S, on a / J,ji(TTi(aqj)0i(xjj )) = TTj(aqj)Oj(xjj). 

Pour établir cette proposition, on va d’abord prouver le lemme suivant : 

3.27 Lemme. Pour tout i,j , k = 1,2, on a : 

*) (W^ 12 )*V} jt23 =V* 23 (Wj ktl2 )* 

b) Pour tout x G S, on a {W- k )*(lH ik 0 7 Ti{xjj))W- k = 1 n ik 0 ^k(xjj) 

c) Pour tout a G A, on a ( S J A . 0 id Sij )(S Aj (aqj)) = (W^ 23 )* <%.(agj)i 3 W/ ij23 

Démonstration. Le a) résulte de (12.251 blV Pour oj G B(H )*, posons x — (id 0 oj)(V). on a : 

Ki(xjj) = (id 0p jj up jj ){VE) , 9 k {x j:j ) = {id0p jj ojpjj)(V J k j ) 

Le b) est donc une conséquence du a). Le c) résulte de (12.271 b)) et (j3.171 bl). □ 


Démonstration de la proposition. Soient a G A et x G S, posons u = TTi(aqj)Oi(xjj) G £j-. Nous avons : 

{ÔAi ® idK:(i/y))(w) = (id Aj 0 ))U..p; 0 1 H jt 0 M x n)) 

= 23 ) ^j{aqj)i3W J ji 23 (l Aj 0 ^-Hji 0 'n'ifajj)) = Wjip 3 ) {‘ Tr j{a.qj)Oj(xjj))i3Wj i 23 

On en déduit l’existence de l’isomorphisme pji : £P —> £L et la relation 

Hji{TTi(aqj)Oi(xjj)) = 7 Tj(aqj)9j(xjj) ; a G A, x G S 


□ 


3.28 Corollaire. Les C*-algèbres Ai xiii Gi et A 2 xi 12 G 2 sont Morita équivalentes. 

A 1 A 2 


Pour tout x G £jj, posons : 



□ 

(3.16) 


S £ i est la restriction de la coaction duale du système dynamique ( A , /3 A , ô A ) à la C*-algèbre £ l H . elle définit 
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une action continue du groupe quantique Gj dans la C*-algèbre £j^. 
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3.29 Proposition. L’isomorphisme jiji : (£*„-,) —> (£h,8 f j ) est Gj - équivariant. 

JJ jj JJ C'jj 


Démonstration. Posons u = 7 Ti(aqj)Oi(xjj). En utilisant (12.251 b')') et (l2.31l bH. on obtient : 

^',23C 71 '* ( a( lj ) Qii x jj ) ® 1 H ji ){V^ 23 y = {■Ki{aq j ) ® «idg.p?^) 

En réutilisant (12.251 b")") et (12.311 b')'), on déduit : 

® ){Vjj,2's) = Vjj, 23 ( n j( a( lj)@j( x jj) ® 

= (pü ® id^ i )(( 7 r*(aÇj) ® lj%)(0i ® idg..)^^)) = (/^* ® id ^.)<5 f i.(u) 

□ 

3.30 Remarques. a) Le corolla.ire l3.281 a été établi (avec des notations et des conventions différentes) 
dans dans le cas de l’action triviale du groupoide G dans la C*-algèbre A := N° = C 2 . 

Notons que pour cette action, les C*-algèbres Aj s’identifient à C, les *-morphismes 8\. : C —*■ 
M(C ® Skj) = M(Skj) vérifient 5^.(1) = pkj et pour tout i,j,k, on a avec les notations 12.301 et 

m r,, - 

Le produit croisé B = Ax G est canoniqueme isomorphe à S. Plus précisément ttb ■ ( B , as, 8 b) —>■ 
(S, a, 8) est un isomorphisme de Ç7-algèbres. 

b) Dans le cas 13.41 de l’action du groupoide G dans lui même, on obtient que les C*-algèbres Su x 5 i 
G\ © S 21 Xji G 1 et S 12 x^ G 2 © S 22 ><6% 2 G 2 sont Morita équivalentes. 


3.3 Bidualité 

Soit (/3a, 8a) une action continue du groupoide mesuré G dans une C*-algèbre A. Posons B = A x G muni 
de l’action duale (as, 8b) du groupoide G et C = B x G muni de l’action (bi)duale (/3c,8c). 

Dans une première partie, nous montrons que la C*-algèbre C s’identifie canoniquement à une sous-C*- 
algèbre D C C(A <g> H). Nous notons alors (/3 d,8d) l’action continue de G dans D, obtenue par transport 
de structure. 

Dans le cas d’un groupoide mesuré G régulier, nous montrons l’égalité D = qp A ,â(A® K/(H))qp A ^. Nous 
décrivons aussi explicitement l’action continue (/3d,8d) du groupoide mesuré G dans D , à l’aide de l’action 
initiale (/3a, 8a) et de la représentation régulière droite du groupoide G- 
Nous examinons ensuite le cas d’une action continue d’un groupoide de co-liason. 


3.3.1 Cas général 

Commençons par définir D et étabir un *-isomorphisme C = A*iGxG —> D. 

3.31 Lemme-Notations. Posons : 

a) D := [{ (idA®-R)<l 4 (a) (1 a® A(x)L(s)) | a G A, x G S, s G S 1 }] C C(A®H), D est une sous-C*-algèbre 
de C(A <g> H). 
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b) il existe un unique *-morphisme ttr : M(A) —> C{A 0 H) injectif et continu pour les topologies 
stricte/topologie *-forte vérifiant 

KR{m) = (kU 0R)ô A {m) , mGM{A) , tt r (1 a) = qp A ,s 

c) Pour tout d G D, on a qp A ,s d = d = dqp A ,â- De plus, D.(A 0 H) = qp A ^{A 0 H). 

d) il existe un unique *-morphisme jn '■ M(D) —> C(A 0 H) fidèle, continu pour les topologies 
stricte/topologie *-forte, prolongeant idu et vérifiant j'd(1_d) = <lp A ,S- 

Dans la suite, on pose Sa,R = qp A ,s{A 0 H). 

Démonstration. Pour prouver le a), on peut procéder comme dans 13.91 On peut aussi le déduire de la 
proposition 13.321 qui va suivre. 

Le b) est une conséquence de la définition (13. 21 a')'). 

Le b) et (12.101 b'I'l entraînent que pour tout d G D, on a qp A ,sd = d = dqp A ^û, donc D.(A 0 H) C 
< 18 a ,s(A 0 H). Pour prouver l’égalité, il suffit de remarquer que la C*-algèbrc (12.191) A(5)5 agit de façon 
non dégénérée dans H, et d’utiliser la continuité de l’action (cf. I3.2l dll. 

Le d) est une conséquence du c). □ 

Avec les notations de 13.91 et 13.111 on a : 

3.32 Proposition, il existe un unique *-isomorphisme p : C D vérifiant : 

p(jt{T:{a)9{x))9{s)) = ttr{o){1a 0 A (x)L{s)) , aGA,xGS,sGS 

Posons 5 d = {p0 ids) o Sc ° P 1 et Pd ■= P ° Pc ■ 

{Pd,5d) est une action continue du groupoide Q et pour tout a G A , x G S et s G S, nous avons : 

Üd 0 idsOfo^OXlA ® A (x)L(s)) = (t r R (a)) 0 1s)(1a ® [(A(æ) <g> 1 s)(L 0 id s )c5(s)]) 
jD{PD(n°) = qp A ,â{l A 0 P{n°) , n G N 

Démonstration. Le produit croisé B = A x Q agit de façon fidèle et non dégénérée (13.91) dans le A-module 
Sa = qp A ,a{A0H). Dans la suite, on considère M(B) comme une sous-C*-algèbre de la C*-algèbre C{S A )- 
Le produit croisé C = B xiÇ agit de façon fidèle et non dégénérée (13.111) dans le B-module S b = q aB jj{B 0 
H) et on a M(C) C jC{Sb). 

Introduisons le *-morphisme injectif, continu pour les topologies stricte/topologie *-forte : 

Po '■ M(C) —> C(Sb 0b Sa) \T\-a-T 0b 1 s A 

Par restriction au sous-C*-A-module Sb 0b Sa, l’unitaire : 

(B 0 H) 0s Sa —t Sa 0 H : (b 0 rj) ®b £ b£ 0 r] 

définit un unitaire u : Sb 0b Sa —t q aB ô{Sa 0 H). Soit 

pi : C ->■ C(q aB fî(S A 0 H )) : c >-)■ up 0 {c)u* 

Posons Ci = pi(C ), Pc i = Pi° Pc , <>Ci = {Pi 0 ids) ° ô c o pf 1 . 

Pour tout a G A , x G S et s G S, on vérifie facilement qu’on a : 

pi{{Tr(n{a)9(x))0(s))) = {n{a) 0 1 H ) {9 0 X)ô{x) (1 £a 0 L{s))q aB ^ G C{q aB ^{S A 0 H)) 
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En utilisant ( 12.101 bV). on obtient [< 7 / 3 A ,a,i 2 , (Iff 8 U)V(1h 8 U*) 23 ] = 0 dans C{A Z H Z H). Posons 

Z := ( 1 H Z U)V(1h 8 U*) 23 1£aS)H G £(£a 8 if). A l’aide de (12.91 c)') et de (12.101 b') b on a : 

Z*Z = q aB$ = {e®\)q a , fi , ZZ* = (9zR)qp, a 

Considérons alors le *-morphisme injectif : 

<j) Z : C, -> £(£a ®H):c'^ Zc'Z* 

4>z s’étend de façon unique en un *-morphisme injectif, continu pour les topologiestopologie *-forte 4>z '■ 
M(C\) —> C(£a 8 H) vérifiant 0z(lci) = Z Z* = (9 Z R)qp, a . 

Posons C 2 = <j>z{Ci ), Pc 2 =0z° Pci , Sc 2 = {<t>z 8 ids) ° ô Cl ° 0^ ■ 

Pour tout aël, iê5ets£S,ona (cf. I2.10l bh c) et d)) : 

{6 Z X)ô(x) = Z*(lg A Z \(x))Z , ( 7 r 8 J?) o d A (a) = Z( 7 r(a) 8 1h)Z* , [Z, 1 £a (g) L(s)] = 0 

Il en résulte que <j>z ° <j>i(Tr(Tr(a)0(x))8(s)) = (n Z R) o S A (a) (lg A 8 A(x)) (lg A g) L(s)). 

En tenant compte du sous-espace initial et du sous-espace final de Z, on obtient : 

C 2 = [{ ( 7 r 8 R) o Sa (a) (1 e A 8 A(x)) (1 g A <8 L(s)) | aëd,ieS,seS}]c C{£a 8 H) 

Soit jc 2 ■ M(C 2 ) —> £(£a 8 H) l’unique *-morphisme continu pour les topologies stricte/ *-forte, prolon¬ 
geant idc 2 et vérifiant jc 2 0-C 2 ) = (8 8 R)qp, a 

Pour tout aGA,xGS et sGS, posons c = (tt 8 R) o <5 A (a) (1 g A 8 A(x)) (lg A 8 L(s)). 

On a dans C(S A 8 H 8 S), cf. (13.101) : 

- (. jc 2 8 ids)5c 2 (c) = ((tt Zi R) o ô A (a) ®_ls) (lp A 8 A(x) 8 I 5 ) (lg A ®(LZ id s )<5(s)) 

- jc 2 ° Pc 2 {n°) = ZZ*(1 £a Z P(n°)) = (8 Z R)qp,a0-e A 8 /3(n 0 )) G C(S A Z H ), n G N 
Finalement, introduisons l’unitaire 

v : A Z H 8 tt Sa ~> Sa 8 H : (a 8 rf) Z* £ 1 —>• 7 r(a)Ç Z ?/ 

Pour tout T G B {H ), m G M(AZ S), on a facilement : 

- v*{le A Z T)v = (1 A 8 T) Z* lg A 

- v* (n Z R)(m) v = (id A 8 R)(m) Zn lg A 

Il en résulte que pour tout aGA,xGS et sGS, on a 

v* (ttZ R)° S A (a) (lg A Z A (x)L(s)) v = (n R (a) (1 a 8 A (x)L(s)) Zn lg A 

Pour tout c G C 2 , posons v*cv = 02 (c) 8 tt 1 s A - On obtient un ^-isomorphisme 02 : C 2 —> D. 

Pour tout oGi,iGSetsGS, posons c= (n Z R) ° S a (a) (1 e A 8 A(x)) (lg A 8 L(s)). on a alors : 

<£ 2 (c) = n R (a) (l A ZX(x)L(s )), (j D 8 id s )(02 8id s )(5c 2 (c)) = (n R (a)Z ls) (1a 8 [(A(x)® ls)(A8id s )<5(s)]) 

jD o 02 o /3c 2 (n°) = ç^, 5 (U 8 /3(n°)) , n G N 

Le *-isomorphisme 0 := 02 o 0z 0 0i convient. □ 

Dans ce qui suit, nous allons décrire l’action continue (/ 3d,Sd ) à l’aide de l’action initiale (/3a, £ 4 ) et de 
la représentation régulière droite du groupoide Çy. 

3.33 Notation. a) P étant (12.21) la représentation régulière droite de G, on note V l’unique isométrie 
partielle de C(H Z S) vérifiant (p Z idg) V = V. 

b) La C*-algèbre IC(H) est notée /C. 
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c) On note Sq : A® K —> M (A® K ® S) le *-morphisme injectif vérifiant : 


<5o(a <8> k) = <5a(o)i 3 (1a O k O ls) a £ A, k £ K (3-17) 

d) Pour tout x £ M(A®KL) et tout n £ N , posons : 

Ôa®k(x)=V 2 3 <5 o(z)V 23 , PA®K.(n°) = qp A ,aO-A ® P(n°)) (3.18) 

S 0 (resp. Sq <8> ids), se prolonge de façon unique en un *-morphisme M{A®KL) —> M(A ® /C ® 5) (resp. 
M(A®KL® S) —> M(A<g> KL® S ® S)), strictement continu et injectif vérifiant : 

<5o(1a®/c) = qp A ,a,i3 > (resp. (S 0 ® idg)(1 a®/c®s) = qp A ,a, 13 ) (3.19) 

De même, on a un *-morphisme strictement continu et injectif : 

idA®K <8 S : M(A® K ® S) -a M(A <g> /C <8 S <8 S 1 ) , (idA®*; 8 <5)(1a®x®s) = 9/3, 0,34 (3.20) 


3.34 Lemme. Pour tout x £ AI {A® KL), on a : 

qp A ,a,i3(à 0 8 ids)(îo(x) = (< 5 0 8 id S ')< 5 0 (cc) = (kU®/c 8 ô)ô 0 (x) = 9/3,a,34(idA®x: 8 S)ô Q (x) 

Démonstration. Pour tout a £ A, on a : 

(<$o ® ids)(< 5 . 4 ( 0 ) 13 ) = [(<5,4 8 ids)<5A(a)]i34 = [(idA 8 <5)<5 a(o)]i 3 4 
(idA®/c 8 <5)(<5 a(o)i 3 ) = [(idA O <5)<5 a(o)]i34 

Pour tout k £ KL, on a : 

(<5 0 8 id s )(lA 8 k 8 ls) = 9/3 a,o,i 3 (1a 8 k 8 ls®s) 

(idA®/c 8 <5)(1a 8 A; 8 ls) = 9/3,o,34(1a 8 A; 8 ls®s) 

□ 


Notons que Pa®k '■ 77° —> M(A 8 /C) est un *-morphisme car [a(iV), /3 (N°)] = 0. 

3.35 Lemme. <5a®k(1a®/c) = 9 / 3 ,,, 2, 12 9/3, 0,23 et pour tout n£ N, on a : 

<5a®/c(/3a®/c(o°)) = <5a®/c(1a®/c)(1a®k; 8 (3-21) 


Démonstration. En utilisant (12.101 bll et (12.91 cil, on a : 

<5a®/c(1a®/c) = V23<5o(1a®/c)P23 = ^23<?/3a,«, 13^23 = <1/3^,0,12^23^23 = 9/3,,,2,129/3,a,23 (3.22) 

et à l’aide de (13.21 cD. on déduit : 

<5o(9/3 A ,â) = 9/3 a, 0 ,13 92,/3,23 = 9/3^,0,13^23^23 (3.23) 

Pour n £ N, on a : 


<5A®jc(/W(n°)) = V 23 <5 0 (9^,a)(lA O /3(^°) 8 ls)V 2 * 3 = V2 3 9/3 „,o, 13 V 2 * 3 V 23 (1a 8 j8(n°) ® 1 S )V 2 * 3 

= 9/3^,2,129/3,0,23^23(1a 8 ^(n°) 8 ls)P 2 3 = 9/3 a ,2,129/3,q,2 3 (1a®/C^(34 0 )) 

= <5a®/c(1a®/c)(1a®x: 8 /3(n°)) 


□ 
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Nous avons : 


3.36 Lemme. Pour tout x G M(A® JC), on a ( Sa®k. 8 ids) o 6 a ® k ( x ) = (icU 8 ô) o 8 a ® k ( x ) 
Démonstration. Pour tout x G M(A® JC), on a : 

(8a®K 8 ids)(5A®/c(a;)) = V 2 3(Ùo 8 ids)(<5A0/cO E ))'>' ; 23 = V 2 3V2 4 9/3 A ,a,13(<5o 8 ids)^o(^)9/3A,a.l3V2 4 V23 
= V2 3 V 24 (idA®^ «8 <5)<5 o(x)V 2 * 4 V 2 *3 = (idA®iC 8 ^(Vas^Ms) 

= (idA®K 8 8)8 a ® k ( x ) 

□ 


Dans ce qui suit, on identifie M(A®K) (resp. ( M(A 8 IC 8 S)) à C{A 8 H), (resp.£(A 8 H 8 S 1 )). 

3.37 Proposition. Pour tout a G A, x € S, s € S, on a : 

a) (idA®ir <8 L)8o(irn(a)) = qp A , a ,i 3 (lA ®U 8 lrt)E 2 3 V 23 (irL(a) 8 lff)^23^23(lA 8 U* 8 lrt)<7^ A ,a,i3 

b) Ôa®k{'kr{o)) = qp A ,a,i2qp, a ,23(irR(a)®ls) , 8a®k(^r(T)) = qp A ,a,i2qp,a,23[^R(T)<gils], T G M(A) 

c) 8 a ®k{1a 8 A(æ)L(s)) = 90 ^, 2 , 129 / 3 ,a ,23 (1a 8 X(x) 8 1s)(1a 8 [(D 8 id s )5(s)]) 

= 9/3a,s,i2(1a 8 X(x) 8 1s)(1a 8 [(£ 8 id s )(5(s)]) 

d) 5 a®k.{'kr(o){Ia 8 A (x)L(s))) = qp A ,a,i 2 K R (a)i 2 (l A 8 X(x) 8 1s)(1a 8 [(L 8 ids)J(s)]) 

= (^(a)) 8 1 s)(1a 8 [(A(x) 8 lsj(L 8 id s )<5(s)]) 

Démonstration. Reprenons (13.71 . [ÏÏ^TI b’)’) les représentations 7 Tr,7Tl : M(A) —> C{A® H). 

On a [V*V, S 8 lu] = 0, (cf. 12.91 c") et 12.101 b')'). On en déduit que pour tout a G A, on a : 

(idA®,fr 8 L)<5o( 7r t(a)) = ^2 3 V 23 (7TL(a) 8 ltt)V r 2 *3^23 (3.24) 

On en déduit : 

(idA 0 tr 8 L)So(ffii(a)) = qp A , a ,i 3 (J-A 8 D 8 1h)^2 3 V 23 ('Kl(0') 8 ltt)V r 2 *3^23(lA 8 D* 8 J.H)qp A ,a ,13 (3.25) 
d’où le a). Il s’ensuit qu’on a aussi : 

(idA0tr 8 L)5a®k(^r(o)) = 9/9a,3,12 V23(1a 8 U 8 1 h)X3 23 V 23 (nt(«) 8 \h)V2 3 T> 23 (\a 8 D* 8 lit) 1-2*3 9,0 a,2,12 

= q/3 A ,S,12V23V23 7r L(a)l3V'23^ r 23 < l0A,s ,12 (3.26) 

k 

Posons avec les notations de !2.13l Tg-g = ^ A;(/3(e^) 8 a(e^). 

1=1 

Il résulte alors de (12.131 . [2T9l cl et 12.101 bll. qu’on a : 

(idA0tt 8 L)Sa®k(^r(r)) = 9/3 A ,2,1211^23^ 23(1 A 8 lrt 8 U*)T^ S 23 Tr L (a)i3T^ S23 (lA 8 ltr 8 U)T, 23 W / 239/3a,3,12 

= 9/3 A ,S,127’'fi(a)l2l / I / 2*3^'23(lA 8 lff 8 U*)T^~^ 3 T~ S23 (Ia 8 lrt 8 U)T, 23 W 23 qp A: S,12 

= qp A ,a,12qp,a,23'KR(a)\ 2 

Ce qui établit la première relation du b). Par continuité stricte, on déduit aussi la deuxième relation. 

Pour la preuve du c), on a (cf. 12.101 b) et c)) : 

<W((1a 8 A (x)L(s)) = V 23 <5o((1a 8 A0r)L(s))V 2 * 3 = V 2mA , a ,i3(U 8 A (x)L(s) 8 ls)V 2 * 3 
= Ç/3 a,5,12(1a 8 X(x) 8 1s)(1a 8 [(L 8 id s )ù(s)]) 

En remarquant (12.9l cD qu ’on a : 

(idA0tr 8 L)So(ttr(o)) = (idA0tr 8 L)5 o (Tr R (a))q s ,0,2 3 = (idA0tr 8 L)8 0 (TT R (a))V2 3 V 23 
on déduit le d) du b) et du c). □ 
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3.38 Corollaire. L’action biduale (/ 3d,5d ) (cf- 1 3.3‘Â) du groupoide Q dans le double produit croisé A x 
Q x Q ~ D est donnée par : 

(. jD®id s )S D (d ) = ô A ®ic(d) = V 23 <5o(rf)V23 , de D ; j D pD{n°) = (3 A ®ic(n 0 ) = qp A ^(l A ®P(n°)) ,nG N 

Démonstration. Pour d = n R (a)(lA ® A (x)L(s)) avec a S A, x G S, s G S, il suffit d’appliquer 13.321 
La deuxième relation découle de 13.321 et de la définition de (3a®K.■ □ 


3.39 Remarque. Par stricte continuité, on a aussi : 


(j d ® id s )Sd(T) = S a ®kUd(T)) = V 23 ô 0 (j D (T))V^ , T G M(D) 


3.40 Théorème. Soit ((3a, Sa) une action continue du groupoide mesuré régulier Q dans une C*-algèbre 
A. Alors le double produit croisé (T x (?) x Q, muni de (PiAxg)xg' ^(Axg)xg')’ es ^ can oniquement isomorphe 
à la C*-algèbre D = qp A: â(A® (C)qp At â munie de l’action continue ((3d,Sd) de G définie par : 

(jD®id s)ô D {d) = S A ®ic{d) = V 23 <5o(d)V 2 * 3 , d G D ; = (3 A ®jc(n°) = qp A ,â(lA®(3(n°)) , n G N 


Démonstration Tenant compte de (13.321 et 13.381) . il nous reste à montrer l’égalité D = qp A ,â(A® IC)qp At s- 
Il résulte facilement de la continuité (13.21 dllde l’action ((3a, Sa), et de l’inclusion A (S) S C K. (cf. 12.191 et 
12.3811 . qu’on a : 


33 G qf3 A ,â.(A ® (G')qp A â 


Pour démontrer l’autre inclusion, on va montrer que 6 o(qp A ,â{A ® /C)< 7 / 3 Aj a)) C Ôq(D). 
Nous avons besoin du lemme suivant : 


3.41 Lemme. Soient a : N —> B(H ) , (3 : N op -A B(K) des représentations unitales. 

a) Pour tout G H, nous avons q at p(R^(R°)* ® 1 K ) = (Rç(R“)* ® lic)g Q ,/3 = q a ,p(0ç,ri ® 3 K )q a ,p- 

b) Pour tout Ç,rj G K, nous avons q a ,p(lH ® L^(L^)*) = (1 H ® L^(L^)*)q a> p = q a ,p(3ii ® 0^r,)q a> p. 


Pour la preuve, voir l’appendice (cf. 15.1111 . 


Démonstration du théorème. (13. 231 nous donne ôo(qp At s) = qp A ,a,i 3 Qâ,p ,23 et, par continuité de l’action, 
on a 

qp A ,â(A ® IC)qp At s C [qp A ,&KR(à)( 1.4 ® k)qp At a | a G A , k G K] 

On remarque que n R (a) = qp A ,an R (a) = 'R R (a)qp At s 
Pour a G A , k G IC, on a : 

&o(nR(a)qp At â(l A ® k)qp At s) = So(n R (a))qp Ata p 3 qa : p,230-A ® k <g> ls)<7a,/3,2 3 Ç/3 A ,a,i 3 
En appliquant 13.411 à a et (3, on obtient : 

qs,p(IC ® ls)qa,p = qâ,p([Rf(R^T | Ç, V e H] <8 ls) = qs,p(UC\yU* ® lg) 

Il en résulte que : 

So(^R(a)qp A ,a(3A 8 k)qp AtS ) G [So(Tr R (a))qp A , a p 3 qa,p,23(3A 8 A (x)L(s) ® ls) | x G S , s G S\. 

Finalement, on a M^-R( a ))9/3 A ,a,i3<ïa,/3,2 3 (1.4 8 A (x)L(s) ® lg) = â 0 (7r R (a)(l A 8 A(x)L(s)) G S 0 (D) □ 


39 


















3.3.2 Structure du double produit croisé A x Ggi,g 2 * Gg\,g 2 


Dans cette section, nous développons les conséquences du théorème l3. 401 dans le cas d’une action continue 
13.171 (A, (3a, Sa), d’un groupoide de co-liason l2.35K 7 := Qg 1 g 2 , associés deux groupes quantiques l.c G\ et 

g 2 . 

Pour décrire la ^-algèbre double produit croisé ( D,/3d,Sd ), nous conservons les notations de la section 
précédente et nous utilisons les notations 13.151 et 13.171 pour la Çy-algèbre (A, /3a, Sa)- Avec ces notations, 
on vérifie facilement qu’on a : 

j D (Pn(e j )) = q j 0p(e j )GC(A0H) , j = 1,2 (3.27) 

Par 13.171 appliquée à la ^-algèbre D , nous avons : 

D = Di ® D 2 , Dj := (3 D (ej)D = (qj 0 (3(Ej)D c C(A 0 H) 

La coaction S R ■ D ^ M(D 0 S) est déterminée (13.171 a')') par les *-morphismes ôf,. : Dj -G M(D k 0 Skj)- 
définis par 

TTj o S k Dj (x) = (Po(£k) 0 Pkj)So(x) , x G Dj 

où 7 T k : M(D k 0 S k j) —t M(D0S) est le prolongement strictement continu de l’inclusion D k 0S k j G D® S 
vérifiant nj(l Dk ®s kJ ) = pD(e k ) 0 p k j- 

3.42 Notations. Soient j,k,l = 1,2 

a) Ujk : Hjk —> Hkj est la restriction de l’unitaire U au sous-espace Hjk . On note Rjk '■ Sjk —> B(H k j) 
la représentation définie par Rj k (x) = Uj k L(x)U* k . 

b) Lj : M(Dj) —> M(D) est le prolongement strictement continu de l’inclusion Dj C D vérifiant 
LjO-Dj) = Pd(sj)- 

Lkj = {jd 0 L) o 7 T k : M(D k 0 Skj) — > C(A 0 H) est la représentation continue pour les topologies 
stricte/*-forte vérifiât i/cj(ln fc ®s fc3 ) = Çk 0 P(£k) 0Pkj- 

c) Sa,r = q/ 3 A ,a(A 0 H) = (q 3 0 /l(ei) + q 2 0 fi(e 2 ))(A 0 H) = £ a ,r, i ® S A , R , 2 avec 

S A ,R,k =A k 0 P{e k )H =A k 0 H lk © A k 0 H 2k , k = 1,2 (3.28) 

d) qi k j := q k 0 Pik 0 Pkj G C(A 0 H 0 H) 

3.43 Lemme. Soient a G A, x G S, s G S, posons 

d = n R (a)(lA 0 X(x)L(s)) = di + d 2 , dj = (qj 0 (3(£j))d 

Nous avons : 

a) dj = Yd w ,j avec d w ,j = n R (aqi)(l A 0 pijX(x)p V jL(s)pvj) = ir R (aqi)(l A 0 (X(xu>))L(s)pi>j) 

l,v 

b) 

(qk 0 P(^k) 0 Pkj)(j d 0 L)S D (dj) = Y,1lkjV 2 s(qk 0pij 0Pkj)^2s(^L 0 R)S A (aqi)T, 23 

l,l' 

(l A 0pijX(x)pi'jL(s) 0 1 H )(qk 0pi’j 0Pkj)(V 23 )*qi’kj (3.29) 

Démonstration. Par définition de la représentation (12.301 b')') fr J , on a pijX(x)pr j = fi 0 (\(xu>)). En utilisant 
(EU), on obtient : 

dj = (qj 0 /3(£j))ir R (a)(l A 0 A (x)L(s)) = (qj 0 (3(£j))n R (a)(l A 0 (3(£j)X(x)(3(£j)L(s)) 

0 /3(£j))TT R (a)(l A 0 pij\(x)pvjL(s))pvj (3.30) 

i,v 
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(3.31) 


Par 13.161 on a (qj g f)(Ej))n R (a)(lA® Pij) = n R (aqi)(l A ®Pij), d’où le a). 

Par 13.381 nous avons : 

(jd 0 L)ÔD(dwj) = V^idA 0 L)ào(du>j)V2 3 

Par le (13.371 ail, nous avons 

(idA®JÎ 0 L)ôo{^ R (a)) = qp A ,a,13{1-A ®u ® ljî)S23p23(7Ti(a) 0 l_f/)P 2 *3^23(lA ®U* ® 1-H)qp A ,a,13 
= q0A,a,13^23(^L 0 R)ÔA(aqi)T,23qp A ,a,13 

On en déduit : 

(kùt 0 L)S 0 {du>,j) = (kU 0 L)6 0 (TTR(aqi))qp A , aA3 (lA 0 pij\(x)p Vj L(s) 0 l ff ) 

= qp A , a, 13 ^ 23 (^ 1 , 0 R)ô A {aqi)T,2 3 qp Ata ,i3{lA ® PijHx)pi>jL(s) g l ff ) 

En utilisant (12.10l blb la relation (13.3111 devient : 

(.JD 0 L)8 D (dwj) = q/3 A ,S,12V 2 3^23(^L 0 i?)ÙA(a9;) S 2 3 (lA 0 PljX(x)pi>jL(s ) 0 lff)P 2 39/3A,S,12 

Mais on a cü = /3 et les projecteurs q k ,Pij sont centraux dans AI (A) et M(S) respectivement. En tenant 
compte des relations de commutation (12.101 b')) et de la notation (13.421 dV). on obtient : 

(Çfe 0 jS(e'fc) 0Pfej)P23(lA 0py 0 lff) = (% 0 a(si)/3(e k ) 0 P/yjV^lA 0Pzj 0 1 h) 

= qikjV 2 3(qk 0 Pij 0 Pkj) 

et aussi (q k <8pi>j 0 Pkj)V£ 3 qp A ,a ,12 = (<7fc 0Pz'j 0 Pkj)V 23 qi'kj, d’où le b). □ 

Avec les notations (13.421 cil, introduisons les représentations it o :] et TTD k (g) Lkj définies par : 

ir Dj : Dj -A- C(£ A ,R,j) :u\-A--K Dj ( u ) = u\ £a r , -zr^ g) L fej - : D k 0 Sjy -A £(£ A ,R, k 0 H kj ) (3.32) 

Les représentations tto^ et 7 TR> k ®Lkj sont fidèles et non dégénérées. Les prolongements strictement continus 
aux C*-algèbres des multiplicateurs, sont donnés par : 

n Dj : M(Dj) -A- C(£ A ,R,j ) : T H- j D (bj(T ))\ £a r j , tj : M(Dj) -A M(D), ij(l Dj ) = /3 d(sj) 

7 T D k 0 Lkj : M(D k g S k j) -A- £(£ A , R ,k 0 H k j ) : T (n Dk g L kj )(T) = (j D g L)n^(T)\ £ARk ^ H ^ 

3.44 Proposition. Soient a&A,xGS,sGS. Posons 

d = n R (a)(l A g X(x)L(s)) = d\ + d 2 , avec dj = (qj <S>/3(£j))d 

Nous avons avec les notations \2.30\ b) et \3.4‘2\ ) : 

a) Dans C(£ At Rj) = (Bip£(Aj g Hi>j,Aj g Hij), on a : 

% Dj (dj) = ^( id A 0- R ù)(^A i ( a ®))( 1 J L ®Tt J (\(x w ))L(s)p V j) 

1 , 1 ' 

b) Dans /L(SA,R,k & Hkj') — ®z,z / ^(-4a: & Hi'fc Ak Hik ® H^j), on a . 

(-ïïD k 0 L kj )5 k Dj (dj) = 

V L, 23 S 2 3 (idA fe 0 L kj g Rji)[(ô k A . g id Sjl )ô J Ai (aqi)\(l Ak g l Hkj g n 3 (X(x w ))L(s)pi / j)E 23 (Vl' j23 )* 

1 , 1 ' 
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Démonstration. La définition des *-morphismes 13.171 Ô A entraine avec les les notations 13.421 : 

7 TDj{du',j) = (idA, 8 Rji){ô J Ai (aqi))(l Aj 8 tt j (X(x U '))L(s)pi>j G C{Aj 8 H Vj ,Aj 8 Hij) 
d’où le a). 

Pour tout T G M(D k 8 S kj ), on a (tt^ 8 L kj )(T) = ( j D 8 L)n k (T)\ £A r feglJîjy . 

Par définition 13.171 des *-morphismes Sf,. et (13.271) de /?£>, on a : 

(, Jd 8 L)ir k 8 k Dj {d w j) = ( j D ®L){f3 D (e k ) 8 p kj )ô D (d w j) = ( q k 8 /3(sk) ®Pkj)(jD 8 L)8 D (d w ,j) 

Le b) de 13.431 nous donne : 

(j D ®L)n k 8 k D .(d w ,j) = 

qikjV 23 (q k ®Pij ®Pkj)^ 23 (nL 8 R)5 A {flqi)Y,23{^A 8 pij\(x)pi>jL(s) 8 1 n){qk ®Pi'j 8 Pkj){V 23 )* qu k j 
Comme qi k j = q k 8 p/fc 8 p k j et en tenant compte des notations 12.241 on déduit : 

{^D k ®L kj )5 k D .{dj) = 

^2 V kj,23^23(id Ak 8 L kj 8 RjiWX 8 id Sjl )ô J Ai {aqi)\(lA k 8 l Hkj 8 n 0 (X(x w ))L(s)p Vj )'E 23 (y^ 23 )* 
i,v 

□ 


Dans ce qui suit, nous allons montrer que chaque Gj-algèbre (Dj,8° D .) est une algèbre de liaison. 

3.45 Lemme. Pour l,j = 1,2, nous avons : 

a) il existe un unique projecteur eij € M(Dj) vérifiant jD^ji^ij)) = qj ®Pij- 

b) On a eij + e 2J = l Dj , [DjeijDj] = Dj , ô J Dj (e 0 ) = e u 8 1 s jô 

c) Pour k = 1,2, on a 8p. (eij) = e; jfc 8 ls fe3 - 

d) tTd., (eij) = ei iAj où ei )Aj £ E(£ A ,R,j) est le projecteur sur le sous-module Aj 8 Hij- 


Démonstration. On a jn(M(D)) = {T G C(A 8 H) / TD C D , DT C D , Tjjj(lo) = jd(1.d)P = T}. 
On déduit alors de la définition de D et de j ' d ( 1 d ) (cf- 13.311 al et d)), que T := qj ®pij G jD(M(D)). 


Comme TjoiPoi^j)) = T(qj 8 /3{sj)) = T, on a qj 8 pij G jD(/3u(ej)M(D)). L’existence et l’unicité de 
eij G M(Dj ) résulte alors de l’égalité ij(M(Dj )) = /3d(£j)M(D), d’où le a). 

Le *-morphisme jflo Lj étant fidèle et prolongeant l’inclusion Dj C D, il est clair qu’on a eij + e 2 j = 1 o r 
L’égalité [DjeijDj\ = Dj se déduit (13.431 aL et de [E 3 VI X E 3 W , A ] = E 3 vl ,, A (cf. 12.311) . 

L’égalité 8f).(eij) = e kk 8 1 s kj est équivalente à : 


On a : 


Cio 8 L)-K k j8 k D . (eij) = q k 8 Pik 8 p k j 


(3.33) 


(Jd 8 L)ir k j5 k Dj {ei,j) = ( j D 8 L)(S D (ij(eij)){/3 D (£ k ) ®p k j)) i3A2\ b)) 

= P 23 (id 8 L)S 0 (jD(ij{ei,j))Vf 3 (q k 8 /?(£fc) 8 p k j) (l3.391 ct[3T27l) 

= V23(id 8 L)S 0 (qj 8 Pi,j)Vf 3 {q k 8 (3(e k ) 8 p k j) (a)) 

= ^ V 23 qp Ata p 3 (q s 8 Pij 8 Psj)Vf 3 (q k 8 /3(efc) 8 p k j) (13.131) 

S 

= V 23 (q k 8 pij 8 Pkj)V 23 {q k 8 /?(£/c) 8 p k j ) (13.121) 

= [PP*(lff 8 ^(ej))yy*] 2 3(9fc 8Pu- 8 Pkj) 112.281 a Y) 

= q/3, a ,2 3 {q k 8 pik 8 Pkj) = q k 8 pik 8 p k j 


Pour la preuve du d), on a TT Dj {ei,j) = jo(i-j(ei,j))\ £A R . = (<7j 8 


□ 
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3.46 Notations. Pour j, 1,1' = 1,2, posons 

Dwj ■— j , j • ^iij 

3.47 Corollaire. Pour j,1,1' = 1,2, nous avons : 

a) Par restriction de la structure de Gj-algèbre de Dj, Dwj est un Dij — Di>j bimodule hilbertien 
Gj-équivariant (cf. 

b) Dans le cas j ^ k, nous avons : 

(i) le *-morphisme Dj —> 6p j ( Dj ) : x ^ ^Dj( x ) es t un isomorphisme d’algèbres de liaison. 

(ii) 6p. (Dui'j) est un 6p j (Dij) — 6p (D B j) bimodule hilbertien et par restriction de l’isomor¬ 
phisme du i), le Dij — Dijj bimodule hilbertien G j -équivariant Dwj est canoniquement iso¬ 
morphe au 5p (Dij) — ôp,{Di' j) bimodule hilbertien 6p.(Dwj) au dessus des isomorphismes : 
Di,j -> 6p.(Dij) et Dyj —> 6p.(Di’j) 

Démonstration. Le corollaire est une conséquence immédiate de 13.451 □ 

Nous verrons dans le cas où les groupes quantiques sont réguliers que le bimodule hilbertien Gj- équivariant 
6n, (Dii'j) s’obtient directement à l’aide du bimodule Du> ik par un procédé d’induction. 

Cas où G i et G 2 sont réguliers 

Dans ce ce cas on a !3.40I D = qa A ,sA®lCqg A .s C C(A®H). Comme qg A .s(A(ÿH) = £ a ,r = £ A ,r,i®£ A ,r, 2 , 
on en déduit que 


^Dj ■ Dj —> K,(£ A ,Rj) ; £ A ,Rj — Aj <g> H\j © Aj © H 2 j , j — 1,2 

est un *-isomorphisme d’algèbres de liason. 

Dans ce qui suit, on identifie les C*-algèbres K.(£ Ai Rj) et Aj © IC(Hij © H 2 j) et on introduit les notations 
suivantes : 

3.48 Notations. Pour j, h,1,1' = 1,2, posons : 

a) B k := 7 T Dk (D k ) = A k © K.(Hi k © H 2k ) , Bw,k = A k © JC(Hp k , H ik ) , Bi>, k = Bi>ij k = A k © JC(Hp k ) 

b ) 6p. := (^D k © idg*,, ) o 5 k p. o tt^ 1 : Bj -A M(B k © S kj ) 

c) 6% 0 • y ]\/[(^) CD fcj') Ig TnoT'phzsTrLG 'iTijGclj'if dGjiiTix pciT' . 

ô k B . >0 (a® T ):=6 k A .(a) 13 (l Ak ® T ®l Skj ) ; a € Aj , T g JC(Hij © H 2j ) 

d) 5p w q : Bwj -A C(Bij k © S k j,Bu’,k © S k j) est l’application linéaire définie par : 

S B Wj ,o( a © T ) : = 6 Aj (a) 13(U* © T © Is^) i a € Aj , T G K(H Vj , H tj ) 

e) : B U 'j ->■ C(B v , k © S kj ,B lv , k © S kj ) : T ^ Vlj^6 k Bii , jfi (T)(V^)* 

f) ô k Bl . := 6 k Bu . : Bij -4 C(B hk © S kj ) 


3.49 Proposition. Pour tout j,k, 1,1' = 1,2, on a : 

a) Bij est une C*-algèbre et Bujj, muni des actions évidentes de Bij et Bi>j, est un Bij — B k j 
bimodule hilbertien. 

b) tt Dj (eij D jeu j) — Aj © /C ( Hp j, D ij ) — Bu'j 
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c) Pour tout j, k, l, l' = 1, 2, on a : 


= V^ 23 (id Ak ® a)(ô k A . ® id K(ffi ,., ffii) )(0(^;. 23 )* 
où (J : Sjy ® JC(Hpj,Hij) —t JC(Hpj, Hij) ® Sjy : a ® T >->• T ® a. 


C € B lVli 


Démonstration. Le a) est évident. Le b) est une conséquence 13.401 de l’égalité D = qp A ,û(A(S) tC)qp Ay ci = 
Di®D 2 et de (13.45l dlh On peut aussi déduire directement le b) en utilisant la régularité s. 42l du groupoide 
Q, la continuité 13. 1 71 de la coaction ô A et ( (I3.45l clll. 

Pour établir le c), Il suffit de vérifier l’égalité cherchée pour £ = 7Tn. où dipj = nn(aqi)(l A ® 

pij\(x)pi’jL(s)pi’j ) (13.431 al ). Dans ce cas le c) est exactement (13.441 bll □ 


3.50 Corollaire. Soient j, 1,1' = 1,2. 

a) S Bl := ô Bn : Aj ® IC(Hij) — î> C{Aj ® IC(Hij) ® Sjj) est une action continue du groupe quantique 
Gj dans la C*-algèbre Bij. 

b) Dans le cas l = j, la coaction S B coïncide avec la coaction biduale du double produit croisé 
Aj x Gj x Gj, après identification (cf. &j) avec Aj ® IC(Hjj). 

c) Supposons l V. Alors {Bu>j,ô b ) définit une équivalence de Morita Gj-équivariante des Gj- 
algèbres Aj ® IC(Hij) et Aj ® IC(Hpj). 

Démonstration. Il découle de (13.471 ail et (13.491 b 11 que le ^-isomorphisme no, : Dj —> Aj <g> © 

H 2 j réalise par restriction au Dij — Dpj bimodule hilbertien Gj-équivariant un isomorphisme de 

bimodule hilbertien G^-équivariant de Dipj sur {Bipj, ô Biil ). □ 


3.51 Notations. Pour j, 1,1' = 1,2, posons : 

a) Jw,j := (Bi t j,Bii' t j,Bi' t j), l’équivalence de Morita Gj-équivariante \3.50\ c)) des Gj-algèbres Bpj et 
Bp j définie par le bimodule Bipj. 

b ) 7l,j = 7 ii,j 

Pour le produit interne de bimodules Gj-équivariants, voir [T]. 

3.52 Proposition. Pour tout j, 1,1',1" = 1,2, nous avons : 

7 ii",j = 7 ll',j 7 l'l",j (3.34) 

Démonstration. On vérifie facilement que l’application 

TT : Bip j <g> b ( , i3 Bpi",j &U",j ■ £ ®b,, i3 . V ^ £ ° V 

est un isomorphisme de Bij — Bp>j bimodule hilbertien. 

Posons S\ := Bip j et S 2 := Bpi»j et soient G £, , i = 1, 2 . 

Avec les notations de ([T] (2.10)), on vérifie sans peine qu’on a : 

(7r®ids 33 )(A(a,e 2 )) = 6)) 

□ 
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Pour j, k = 1, 2 , j ^ k, posons : 


4 )fc ■— ^ë,,/ .(J^w,j) C C(Bijk 0 S kj ,B w , k 0 S k j ) 


Les relations : 


= , aë%i 




^ i ,, 3 .(0^ J («)=^ 11 , i ,(ea) ; £ 6 BwJ , a G B,,, 

<*We),*!„,>)> ==4u(^l,w = ^(r^) ; 

permettent de munir £° ü , k d’une structure de <5g ; ^ (Bij) — <5g ;/ (Bi>j) bimodule hilbertien. 

En fait £ 3 W k correspond au bimodule hilbertien 8f-).(Dwj) par l’identihcation apparue dans (13.481 ail. On 
se propose de donner une formule directe de la coaction de £ 3 U , k qu’on obtient à partir de celle de Bw,j, 
par transport de structure (i.e l’isomorphisme de bimodules 8 Bw ). 

Rappelons (12.27l bll que la coaction S kj : S k j —> M(S k j 0 Sjj ) est donnée par : 


sux) = vï(x0i Sjj )mr . % & s. 


kj 

3.53 Lemme. Pour tout j,k,1,1' = 1,2, on a : 

a) l’inclusion ô Bil . ( B B j ) C M(Bi> tk 0 S k j) définit un *-morphisme injectif et non dégénéré et on a 

M(S k Bi , .(Buj)) c M(Bu >k 0 S kj ) 

b) on a les deux inclusions canoniques : 

^ k Bl ,JBuj),S k Bn , JB w ,j)) C C(B v , k 0 S kj ,B w , k 0 S kJ ) 

C(ô k Bl , . (Buj) 0 Sjj,ôg iU ^ (B WJ ) 0 Sjj) c C(B vm 0 S kj 0 Sjj,Bw, k 0 S kj 0 Sjj) 


Démonstration. On a (13. 171 011 [8 l f,.(Dj)(lD k 0 S k j)\ = D k 0 S k j- On en déduit (13.451 011 [^.(Dw ,j)(^D k 0 
S k j)] = Dw,k 0 S k j = [d^^Dw j)(^d w k 0 S k j)]. En composant avec 7 Tjy k 0 ids fcj , on obtient : 

0 S kj )] = Bw,k 0 S kj 

On en déduit le a) et une inclusion canonique : 

C(ô k Bv .(B l 'j),5 k Bii , .(B W j)) C C(Bu, k 0 S kj ,Bw, k 0 S kj ) 
qui permet d’établir le b) par produit tensoriel avec la C*-algèbre Sjj. □ 


L’inclusion £L k := ô B , (Bwj) C C(8% , (Bi>j),Ô b ( . ( Bw,j )) et (13.531 bll. nous donne une injection : 

5 II ,j l ,j ’ Il ,j ’ 

£ 3 Wtk £(Bi',k 0 S k j 0 Sjj,Bw,k ® S k j 0 Sjj) : T h> T 12 

qui permet finalement de définir une application linéaire : 

^w,k ■ Sw, k 0 S k j 0 Sjj,B w , k 0 Skj 0 Sjj) : T H > ^^ 23 ^ 12 (^, 23 ) 

3.54 Proposition. Pour j, k = 1, 2 , j 7 ^ k , nous avons : 

a) L’application linéaire ô 3 w k est à valeurs dans £(8 Bl , (Bvj) 0 Sjj,£° u , k 0 Sjj). 
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b) 


Le morphisme (Bip j , <5g^ ; ) —> (E^, k ,S J u , k ) : £ i—>■ <5g i;/ . (£) est un isomorphisme de bimodule Gj- 
équivariants au dessus des C*-isomorphismes 


ô k n. 


Bi,j -f 


< 4 , 


(Bu) 


S%. 


: Buj U 


si. 


ABvj) 


Démonstration. En appliquant le corollaire (13.181 cil à l’action continue (biduale) (/3 _d,<5d) de Q dans la 
C*-algèbre D , on obtient un ^-isomorphisme G j-équi variant : 

(Dj , ô 3 D . ) -> 0^ (Dj ôp. ( x) 

La C*-algèbre 5p.(Dj) étant munie (13.181 bil de la coaction id_o fc 0 5 kr 
On déduit de (13.451 ch d)) et (13.471 bh i)) que 

(n Dk 0 id s kj )S k D . '■ D i M(A k ® lC{H lk © H 2k ) 0 S kj ) 

est un *-morphisme injectif d’algèbres de liaison et on a : 

0- Dfc 0 id s kj )S k Dj (eijdenj) = S% n , . (n Dj (eijdepj)) , de Dj 

En utilisant (I3.17l blh on a aussi : 

( id ^a', fc ® S lj) S Dj ( e l,i de l'j) = (b k Dj 0 id S© )à 3 Dj (eijdei'j) , deD 3 
Par composition avec (kd*. 0 ids^ 0 ids 3J ), on obtient : 

(ids,,/.* ® s lj) ô B n >,A 7rD A e hjdei>,j)) = 0id .(^D^eudev,j)) 

Soit $ : Bii>j U E 3 W k : x 4>(:r) := <5g i(/ . (ce). Nous avons montré : 


4', fc fâ = (^0ids,,)^ 11 , 3 .(^ 1 fâ) , Ç€£î 


ce qui entraine que $ : Bwj U E 3 U , k est un isomorphisme de bimodule G^-équivariant (au dessus des 
C*-isomorphismes 


4b : B, 




ck 


( Bl,j ) : X H> 5g ( x) 


4b' : Bv 


ck 

°B,, 


SBi'j) 


Xk 

°B,, 


A*)) 


□ 


3.55 Remarque. Nous verrons dans le paragraphe suivant une construction du bimodule El, k := 
<5g (j/ ( Bu'j ) à partir du bimodule Bw tk dont il est une déformation. 

4 Induction d’actions 

Dans ce paragraphe on se fixe un groupoide de liaison Ç := Ç?Gi,G 2 associé à deux groupes quantiques Gi 
et G 2 monoidalement équivalents et réguliers. Nous conservons les notations des paragraphes (12.31 et m) 
pour tous les objets associés à Q. 

Nous avons montré 15.171 qu’à toute action continue (A, /3a, Sa) du groupoide Q dans une C*-algèbre A = 
Ai © A 2 , on associe une action continue [Ai, ô\.) du groupe quantique Gi. Dans le cas où le groupoide 
G est régulier, nous allons montrer que la correspondance (A, /3a, Sa) —> ) est biunivoque. Plus 

précisément, à toute action continue (Ai, ) du groupe quantique régulier Gi, on associe canoniquement 
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une action continue ( A 2 ,Sa 2 ) du groupe quantique G 2 . Nous munirons alors la C*-algèbre A := Ai ® A 2 
d’une action continue du groupoide Ç, ce qui permet de construire la correspondance réciproque de la 
correspondance (A,/3a, Sa) —> (Ai, (5^). 

Notons que la correspondance bijective {Ai , 5Ai ) —> (A 2 , Sa 2 ) et son application à la KK -théorie équivariante 
de Kasparov (c/. [H (TS]), généralisent au cas des groupes quantiques l.c réguliers, deux résultats du cas 
compact, dus respectivement à uni et [3Bj. Pour les actions dans une algèbre de von Neumann, la corres¬ 
pondance {Ai , S Ai ) —> {A 2 , Sa 2 ) a été établie dans [7] . 

4.1 Equivalence des actions continues de G i et G 2 

Le résultat le plus important de ce paragraphe est le suivant : 

4.1 Proposition. Soit Ôai '■ Ai —ï M{Ai g S'il) une action continue du groupe quantique régulier G i. 
Posons : 

Sa.i~S Ai , := (idg ^id o S Ai ■ Ai M(A X g S 12 g S 2 i) 

Ind§^ Ai := [(id g id <g» co)5^ (a) | a G Ai, w G B{H 2 i)*] C M{Ai g) Si 2 ) 

Alors IndgJ Ai est une sous- de C* algèbre de M{Ai g Si 2 ) 

Démonstration. Il est clair que Ind^ Ai est stable par involution. 

Le *-morphisme (idg5^ 1 )oA j4l : Ai —► M(AigSi 2 gS 2 i) est non dégénéré et S 2 i étant une sous-C*-algèbre 
non dégénérée de B{H 2 1 ), on a : 

[(id g id g u})ô^{a) \ a G Ai , lo G B{H 2 1 )„] c M{Ai g S i2 ) 

Posons A = lin {(id g id g uj)ô^{a) a G Ai, u G B{H 2 1 )*}, il reste à montrer que AA C Ind§;[ Ai. 

Soient x = (id^^s^ g^üfa) > x' = (idA®s 12 ® ^P,v') S Ai W) avec £ # 21 , on a : 

XX' = (idA!®5i2 g ( a )l 2 3^Ai ( a 0l24 

Comme Un ^ {0} et U 2 1 ^ {0}, on peut supposer que y = k{r]i), k G /C(U 2 1 ) et £' = 1{Ç[), l G 
/C(Un, U 2 i). Il en résulte qu’ on a : 

xx' = (idA!®5i2 ® UÇ,TI 1 ® W^^O^Ai ( a )l23(fc ® i*)34^Ai ( a 0l24 
Comme k g Z* £ /C(U 2 1 g U 2 i,U 2 i g Un), par (12.471 al b on peut supposer qu’on a : 

k g Z* = (1^21 ® fc , )(^ 2 i)*(fc" ® 1 h 2 i ) avec fc' G /C(Un), fc" G /C(U 2i ) 

Finalement, on peut supposer que æa/ est limite normique d’éléments de la forme : 

y = (idA!®s 12 ®wg u'){ô { 2l (a)i23(W 2 1 i i 3 4 )*(5i 2 i ) (a , )i24LF 2 1 i i 34) 

avec w G B{H 2 i)* , u/ G 5(Uu), et a, a' G Ai. 

On a (|2.27l bVl : 

( W/ 2 1 l,34)* (5 A 1 ) ( a ')l24W 2 1 li 34 = [(id Al ®S 12 ® ^l^Ai K)]1234 = [(idAnSSia ® ^2l)( id A! ® ^l)^ Al (o')]l234 

En utilisant (12.271 a)), on obtient : 

(^2 1 i,34)*^A 1 ) ( a, )i24W 2 1 i i 34 = [(id Al g 5?i g id Sll )(idA 1 g S\i)ÔAi{a')\l2Z4, = 
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[(icUj 0 ùfi 0idsn)(JA! 0 ids 11 )^A 1 (a')]i 234 

Posons u/ = u>".s avec u>" £ B(Hu)* et s £ Su- Par continuité de la coaction 5 a,, on voit que y est limite 
normique d’éléments de la forme 

z = (idAi®Si 2 ®w®w')(di 2 1 ) (a)i23[(idA 1 ®di 1 ®ids 11 )(<5A 1 (a , )®l5n)]i234) = («U^Su (aa')i23) 

avec w £ B{H 2 i)* , u/ £ B(Hu)* et a, a' £ Ai, d’où le résultat. □ 

4.2 Remarques. a) En fait nous avons montrer que pour tout T £ M{A\) et tout a £ Ai, on a : 

(idAi®Si 2 0 w 0 u/)^ (T’)i 2 3 5 a 1 ) ( a ) 124 S Ind§= Ai ( 4 . 1 ) 

b) La proposition 14 . Il reste vraie pour une action fortement continue d’un groupe quantique l.c semi- 
régulier. 

c) l’idée de la preuve de 14.11 est la même que celle de ([ 3 ], Proposition 5 . 8 ) 

4.3 Proposition. Posons A2 := Ind^ Ai. Nous avons : 

a) [A2 (Iai 0 S12)] = [(Iai 0 <S'i2)A2] = Ai 0 S12. En particulier, l’inclusion A2 C M(A± 0 S12) définit 
un *-morphisme injectif et non dégénéré et on a M(A 2 ) C M(A± 0 Si 2 ). 

b) Posons 5 a 2 := idAi 0 ^12\a 2 ■ Le *-morphisme Sa 2 est à valeurs dans M(A 2 0 S22) et 5 a 2 '■ A2 —> 
iLf(A 2 0 S22) est une action continue du groupe quantique G2. 

c) La correspondance A Gl —> A ° 2 : (Ai,<$Ai) | —> (A 2 ,< 5 a 2 ) est fonctorielle. 

/p\ 

Démonstration. Soit x = (idAi®s i2 0 w )<^Ai ( a ) ; « £ Ai, u £ B(H2i )*. Posons 0 0 = s'co', s' £ S21 et soit 
s £ S'12. On a 

x(l a, 0 s) = (idAj. ® ids 12 ® w')(<Jai ( a )(lAi 0 s 0 s') 

Mais il résulte facilement de ( 12 . 31 ) qu’on a [<qi(Sn)(Si2 0 ls 21 )] = Si 2 0 S 2 i. Comme s 0 s' £ Si2 0 S21, 
on déduit que æ(lAi 0 s) est limite normique d’éléments de la forme 

y = (idA!®s 12 0 w)[(idAj 0 < 5 h)(ÙAi (o')( 1 ai 0 s'))]( 1 A 1 0 s "), a' £ Ai , s' £ Su, s" £ S i2 

Par continuité de la coaction 8 a, , on a alors y £ Ai 0 S12, donc [A 2 ( 1 a x 0 S12)] C Ai 0 S12 et aussi 
[(lAi 0 S12)A2] C Ai 0 S12. 

Pour montrer l’inclusion Ai 0 S12 C [A 2 ( 1 ai 0 S12)], remarquons qu’on a ( 12 . 31 ) : 

[«n(Sn)(lsi2 0 'S , 2 i)] = S120S21, S12 = [(id 0 w)ùii(Sn) | ui £ -B( 7 Ï 2 i )*], Ai 0 Sn = [ 5 a, (Ai)( 1 ai 0 Sn)] 
ce qui donne facilemet l’inclusion Ai 0 S12 C [A 2 ( 1 ai 0 S12)], d’où le a). 

Soit x = (idA 1 ®Si 2 0 w )^Ai («) ; a £ Ai, w £ B(H 2 1)*, montrons que : 

(idA x 0 < 5 i 2 )(x) £ M(A 2 0 S22) C M (Ai 0 S12 0 S22) 

En utilisant ( 12.271 al et b)), on déduit : 

(idA x 0<5 i 2 )(x) = (idA 1 ®s 12 ®s 22 0 w)(idA x 0 <5i 2 0 ids 21 )(idAi 0<5ii)^i( a ) 

= (idA 1 ®s 12 ® 5 22 0 w)(idA 1 ®s 12 0 < 5 |i)(idA! 0 <^ii)^A 1 (a) 

= (idAi®Si 2 ®S 22 0 w)((LE 2 1 2,34) ^Ai( a ) 124bE 2 2,34) 
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Comme W 22 G M(S 22 0 K.(H2i)), on a donc (id^ 0 <&)(*) eM(Ai® S 12 0 £22)- 

Posons ui = uj'u avec u G K,(H2\) et soit s G S 22 - En utilisant de nouveau que W 22 G M(S 22 0 /C(i?2i)), 
on voit que (1 a 2 ® s)(idAi 0 Su)( x ) est limite normique d’éléments y de la forme : 

y = (id^i 1 ®s 12 (g)S 22 ® w)((5^(a)i 24 [(s 0 lir 21 )W 22 (ls 22 0 v)] 34 ) 

avec w £ B(H 2 1)* , s G S 22 , v G K,(H 2 1). 

La régularité de G 2 (c/. [2], A4) entraine que : 

[(s 0 l Hai )W} 2 (ls m ®v)\sGS 2 2,vG K. (H21)) = S22 0 IC(H 2 1) (4.2) 

d’où (1 a 2 0 S 22 )Ôa 2 (A 2 ) C A 2 0 £22- Le morphisme Ùa 2 étant involutif, on a aussi <5 a 2 (A2)(1a 2 <0 £'22) C 
A 2 0 *5*22 • 

Montrons la continuité de Sa 2 , Le A 2 0 S22 = [(1 a 2 <0 S 2 2)Sa 2 (A 2 )]. 

Soit a £ Ai,uj' G B (H21)* et s G £22- Posons u/ = vwu avec u, v G K.{H 2 i). On a : 

/q\ /o\ 

[(idA!05i 2 ® ^0(^(0))] ® S = (idA 1 ®s 12 ®s 22 ®w)((U l8Sl2 0 ls 22 0 w)ù) l ;(a)i2 4 (lA 1 ®s 12 0S0w))- 
Utilisant de nouveau que W 22 G M(£ 22 0 /C(i?2i)) et l’égalité (14.21) . on voit facilement que [(idAi®Si 2 0 
w 0(^Ai («))] ® s est limite normique d’éléments y de la forme : 

y = (idAi®Si 2 ®s 22 0 w)(l 2 i 1 ®s 12 0 s 0m)(W 2 1 2i 34) S a^ (a) ±24^^2,34) 
avec s' G S22 , u' G /C(H 2 i) , u G B(H 2 i)*. 

En utilisant (12.271 al et b)), on obtient que [(idAi®Si 2 0 («))] 0 s G [(1 a 2 0 £22)^43 (A2)], d’où la 

continuité de <5 a 2 • 

On vérifie facilement grâce à (12.271 ai b qu’on a (Ôa 2 0 ids 22 )<Ut 2 = (idA 2 0 Ù 22 )Ùa 2 , d’où le b). 

Soient (Ai, â Al) Gi) et (Bi, ùs l; Gi) deux systèmes dynamiques. Posons A 2 = Ind^ Ai et B2 = Ind^ B\. 
Soit fi : (A 1 ,ô Al ) —> (i?i,(5_Bi) un *-morphisme Gi-équivariant. Notons f\ 0 idg 12 le prolongement unital 
et strictement continu du *-morphisme non dégénéré Ai 0 £12 —> M(B\ 0 Su) '■ x (fi 0 ids 12 )(x). 
Pour tout o ë Ai et u S B(H2i )*, on a (14.11) : 

(/1 0ids 12 )(idA!®s 12 0w)(kb 4l 0 <*u) o ô Al (a) = (id Sl0 s 12 0w)(id Bl <0 Sh)ô Bl (/i(a)) £ M(B 2 ) 

Pour tout x G A 2 , posons f 2 (x) = (/i0ids 12 )(x). Il est clair que / 2 : A 2 —> M(B 2 ) est un *-morphisme non 
dégénéré. Montrons que f 2 est G 2 -équivariant. Soient o ë Ai et w Ç B(H2i)*, posons x := (idAi®s i2 0 
w)(idAi 0 ùii) o ÙAi(a)- Nous avons en utilisant (12.271 aV) : 

(/2 (8) id5 22 )^A 2 (#) = {fl <8> ids 12 ®S 22 )( id Ai <8> ô\ 2 ® w)(fcUi ® 

{fl ^ id ( 5' 12 (g)5 , 22 ) 0S'l20<S , 22 ^ w )(id J 4 1 ® [(5? 2 ® idsaiMnD^A^a)) 

= (fi ® ids 12 ®s 22 )(idA!®s 12 ®5 22 0w)(idA 1 0 [(ids 12 ® <^21)^11])^! (a) 

= (ids 1 ®s 12 ®5 22 0w)(idflj 0 [(ids 12 <0 <5|i)^ii])^Si (/i(«)) 

= (ids l(8><S'l2®<S , 22 ^ w)(id Bl 0 [(^ 2 0ids 3 i)^i])fe 1 (/i(o)) = <W/2(aO) 


□ 


Si on part d’une action continue Sa 2 '■ A 2 —> M (A 2 0 S 22 ) du groupe quantique G 2 , posons : 

S\ 2 ■■= 6a 2 , 6^1 := (id 0 ù 22 ) o 6a 2 ■ A 2 M(A 2 0 5 2 i 0 Su) 

avec une preuve similaire, nous avons : 
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4.4 Proposition. Soit A i := Ind£X A 2 := [{(idA 2 0 ids 21 0 u)8^(a) | a G A 2 , eu G B(H 12 )*}]. 

a) Ai est une sous-C*algèbre de M(A 2 0 S 21 ). 

b) [Ai(1a 2 0 S 2 i)] = [(1a 2 ® <? 2 i)Ai] = A 2 0 S 21 . Sn particulier, l’inclusion Ai C M(A 2 0 £ 21 ) définit 
un *-morphisme injectif et non dégénéré et on a M(A±) C M(A 2 0 S 2 i). 

c) Posons 8’■= id a 2 0 ^ 21 1 *~morphisme <5ai est à valeurs dans M(A\ 0 S'il) et ÙAi : A\ —> 
M(Ai 0 Su) est une action continue du groupe quantique G\. 

d) La correspondance A° 2 —>■ A Gl : (A 2 ,8a 2 ) 1 —> (Ai,<5ai) est fonctorielle. 


□ 


Dans les deux propositions suivantes, étudions la composée de correspondaces : 

A Gl -a A° 2 -> A Gl et A° 2 ->• A Gl -a A G2 

4.5 Proposition. Soit 8 a 2 : Ai M(A 1 0 Su) une action continue du groupe quantique Gi dans la 

C*-algèbre Ai. Posons A 2 = Ind£X Ai , 8 a 2 = icUi 0 <^12 et C = Ind£X A 2 C M(A 2 0 S 21 ) munie de 

8c = idA 2 0 ^ 21 - 

Avec ces notations, on a : 

a) Pour u) G B(Hi 2 )*,uj' G B(H 2 i) t , on a : 

(idAi(g>Si2®s 2 i 0 w)(idA!05i2 ® ^ 2 )(idAi ® <5i 2 XidAi®Si 2 0 ^')8 < aI = 8%l (idAj. 0w0w')^ 

b) C C M(A 2 0 S 2 i) C M(Ai 0 S 12 0 S 2 i) etC = 5^ (Ai). 

c) 

Tri : (Ai,ô Al ) -t (C, 8 c) : a S^(a) = (Ma,. 0 < 5 ii) 6 ai (a) 

est un *-isomorphisme G\- équivariant. 

d) Le *-morphisme 8\ 1 '■ Ai —> M{A 2 0 S 2 i) : a 1 —> 8^(a) est injectif , non dégénéré et on a 
[8\ 1 (Ai)(1a 2 0 S 21 )] = A 2 0 S 2 i. 

Démonstration. Pour u> G B(Hi 2 )*,u>' G B(H 2 i )*, on a en utilisant (12.271 ail : 

(idA 1 ®Si2®S 2 i ® w)(idA 1 05 12 0 ^XidA! 0 ^i 2 )(idA 1 ®s 12 0 w'Mai 

= (idAi0Si 2 ®5 2 i 0w0 co') (idA!®Si2 ® ^22 ® ids 21 )(idA 1 0 8\ 2 0 ids-jJÆ^ 

= (idAi0Si 2 ®5 2 i 0w0 u/)(idA! 0 [(id Sl2 0 8\ 2 0 ids 21 )(<5? 2 ® idsaJD^Ai 
= (idA 1 ®S 12 ®5 21 0W0 W')^! 0 8\i 0 id5 12 05 21 )(idAi 0 <^i2 ® îdSaJ^Ai 
= (idA 1 0Si 2 ®5 2 i 0W0 w')(idA! 0 5fi 0 ids^s^XidAn. 0 [(<^ 2 ® id,s 21 )‘Xi])'XL 1 
= (idAi®Si 2 ®s 2 i 0w0 w')(idA! 0 <*n 0 ids 12 ®s 21 )(idA 1 0 [(idsn ® ^nXii])^ 

= (idA 1 ®s 12 ®5 2 i 0 w 0 w')(idA! 0 8h 0 ^hX^Aj ® idsiJ^Ai 
= ^Ai (idAi 0w0 w')<5ai 

d’où le a). 

Par définition de la C*-algèbre C, on a : 

C = [(idA 1 ®s 12 ®s 21 0w)(idA 1 ®s 12 0^22)( i dA 1 0^2)( i dA 1 ®s 12 0w')(5A 1 ) ( a ) | a G Ai,a; € B(H 12 )*,u>' G B(H 2 i)*] 
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donc G C M(Ai 0 S 12 0 S 21 ), et pour montrer le b), il suffit, en utilisant le a), d’établir : 

Ai = [(kUi 0 tu 0 u/)<î^(a) | a G A u w G B(Hi 2 )*,uj' G B(H 2 i)*] 

Pour a G Ai,u G B{Hi 2 )*,üj' G B(H 2 i)*, on a en utilisant (12.271 b')') : 

(idAi ®w0w , ) <J Ai(°) = ( id Ai ®w®w')((W / i 1 2,23)* <5 Ai(a)i3VPi 1 2,23) = (idA, 0 Wl 2 (u 0 c*/) (W 12 )* ) (5ai (a)i 3 ). 
Comme W { 2 ■ H\ 2 0 H 2 \ —> H\ 2 0 Hn est un unitaire, on a : 

[(kUi 0 w ®w')4?( tt ) I a e Ai, en £ B (H i 2 ^ * , u/ G S(iÏ2i)*] = 

[(idAj ®u)S Al (a) , aGdi,wG B(ifn)„] = Ai 

Il en résulte que : 

C = ^([(idA, 8^^! (Al) | w G B{H 12 )*,J G S(ff 2 i).]) = «S (Ai) 

On a donc 7Ti : (Ai,<5ai) —> ( C,ôc ) : a <5^ (a) un *-isomorphisme. 

Pour montrer que cet isomorphisme est Gi-équivariant, il suffit d’établir pour tout a G Ai, l’égalité : 

M<*Ai («)) = (^Ai ® idsiJ^A^a) 

dans M(Ai 0 S 12 0 S 21 0 S'il). On a en utilisant (12.271 ail : 

ôciô^ia)) = (id Al ®s 12 0 ^ 21 )^! 0 ^ 11 )^(a) 

= (idAi 0 0 id Sll )(idA 1 0 <*îi)<SAi(a) 

= (idAi ® £?i 0idsn)(<ÎA 1 0idsn)<ÎA 1 (a) = (^1 ® id Sn)<SAi(a) 


Le d) se déduit du b) et (14.4l bA. □ 

En permutant les rôles de Gi et G 2 , on a avec une preuve similaire, en partant d’une action continue du 
groupe G 2 : 

4.6 Proposition. Soit Sa 2 '■ A 2 —> M{A 2 0 S 22 ) une action continue du groupe quantique G 2 dans la 
C*-algèbre A 2 . Posons A\ := Ind^P A 2 , 5 Al '■= idA 2 0 ^21 et D = Ind^ Ai C M(Ai 0 S12) munie de 
Sd = idAi 0 ^12- 

a) D C M(Ai 0 S 12 ) C M(A 2 0 S 2 i 0 S 12 ) et D = ^ 1 a ) (A 2 ). 

b) 

tt 2 : {A 2 ,S A2 ) (D,ô d ) : a ô£(a) = (kU 2 0 ^ 22 )<^ 2 ( a ) 
est un *-isomorphisme G 2 - équivariant. 

c) Le *-morphisme ô A2 : A 2 —ï AI {Ai 0 S 12 ) : a 1 — > (a) est injectif , non dégénéré et on a 

[^a 2 (A2) (Iai 0 S12)] = Ai 0 S 12 ■ 


□ 


On a donc établi : 

4.7 Théorème. Les correspondances 

{Ai,ô Al ) -a- (A 2 := Ind§P Ai,5a 2 := idAi 0 <* 12 ) 

{A 2 ,ô A2 ) —> (Ai := Indg^ A 2 ,Jai := idA 2 0 ^21) 
sont réciproques l’une de l’autre. 
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□ 

En utilisant le procédé d’induction développé précédemment, nous allons construire une correspondance 
fonctorielle A Gl —► Ap réciproque de la correspondance 13.211 : 

AP —> A Gl : (A, /3a , Sa) h t (Ai, SaP 

Commençons par définir une correspondance A Gl —> Ap : (B±, S Bl ) '-t Sb )■ 

Soit 5b! : Bi —> M(B i (g) S'il) une action continue du groupe quantique G±. 

On a associé à (Bi,ô B p, une action continue ( B 2 ,5b 2 ) du groupe quantique G 2 , avec B 2 = IikIq 2 B\ et 
Sb 2 = id Bl 0 S 2 2 , et nous avons les quatre *-morphismes : 

S Bj '■ Bj —ï M(B k 0 S kj ) 

suivants : 

-S 1 b 1 '=ô Bi , 5 2 b 2 :=5b 2 - 

- ô Bl : Bi —> M(B 2 0 S 21 ) est donné par (14.5l dA : 

b 1 y ô 2 Bl (b) = 6%(b) := (id Bl 0 SÎPôipb) G M(B 2 0 S 21 ) 

- 8 1 B2 : B 2 —y M(Bi 0 S 12 ) est déterminé (14.61 cil et la relation (cf. 14.51 cil : 

S B l = (tti 0 id Sl2 )4 2 , tti : Bi ->■ Ind§ 2 B 2 : b ^ tti(6) := ^ (6) (4.3) 

avec <4^ := (ids 2 0 é 22 ) 0 4 2 • 

4.8 Lemme. Pour tout j, k, l = 1, 2, on a : 

a ) ( S l Bh 0 i ds kj )S B . = (ids, 0 4)4, • 

S) [4 fc (^fc)(ls, 0 Sjfe) = S; 0 Szfe. 

cj B t = [{(id Bl 0 wX^CBfc)) | eu G B(H lk ),}]. 

Démonstration. La preuve du a) s’appuie uniquement sur (12.271 a)) et les définitions des *-morphismes 
ô B . Plus précisément : 

- Si j = 1, seul le cas k = 2 et l = 1 n’est pas immédiat ; on l’établit par composition avec 6% 0 ids 12 ®s 21 . 

- Si j = 2. Dans le cas k = l = 1, on établit la formule par composition avec S B 0 idsn®Si 2 ; si k = 2 et 
l = 1, on établit la formule par composition avec 5% 0 ids 12 ®s 22 - Les autres cas sont immédiats. 

Pour montrer le b) rappelons que B 2 = Ind^ 2 B\. Posons C = IikIq 1 B 2 et D = Ind^ 2 C. On a : 

- [G(1_b 2 0 S 2 p] = B 2 0 S 21 (1131 b)) et C = 5 2 Bl (Bi), donc [8 2 Bi (B 1 )(1b 2 0 S 21 )] = B 2 0 S 2 i- 

- [D(l c 0 5ia)] = C 0 S 12 (14.31 al ) et D = S B2 (B 2 ). 

Par composition avec le *-isomorphisme 0 ids 12 et en remarquant qu’on a (ît) - 1 0 ids 12 )4 2 = S B2 , on 
déduit l’égalité. [ ô B2 (B 2 )(l Bl 0 £ 12 )] = Si 0 S 12 . 

Les deux autres relations restantes découlent de la continuité (14.31 b 11 des coactions S Bl et 5b 2 - Le c) est 
une conséquence du b). □ 

En appliquant 13.221 on a donc montré : 
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4.9 Proposition. Soit 8 b 1 ■ Bi —> M(B\ ® Su) une action continue du groupe quantique G\. Posons 
B 2 = Ind^ B\ et B := Bi (B B 2 . Définissons les deux *-morphismes : 

ô B -.B^M(B®S):b=(bi,b 2 )^ô B (b):=^n k ô k B .(b j ) , fo ■ C 2 ->■ M(B) : (X, p) ^ ^ 

k,j '■ t 1 ' 

où 7 Tj : M(B k ® Skj) —> M(B ® S) désigne le prolongement strictement continu de l’injection canonique 
B k ® S k j —y B ® S. 

Nous avons : 

a) (/3 b,8b) est une action continue du groupoide Ç. 

b) la correspondance A Gl —> A G : (Bi,f3 Bl ) H > (B, 3b, 8b) est fonctorielle. 

Démonstration. Le a) découle de 13.221 le b) de 13.201 : notons que les isomorphismes 7Ti et 7 t 2 1 (14.51 c')') et 
(14.61 b')') respectivement), vérifient une propriété de naturalité vis à vis des morphismes de A Gl et A G2 . □ 

4.10 Théorème, la correspondance A Gl —> AP est la correspondance réciproque de la correspondance 

AP —> A Gl : (A, 3 a, Sa) t (Ai, ÙAi)- 

Il est clair que la composée de corrrespondances A Gl —> Ap —> A Gl est la correspondance identique. 

Pour montrer qu’il en est de même pour la composée AP —> A Gl —> A G , nous avons besoin du résultat 
suivant : 

4.11 Proposition. Soit (/3 a, 5a) une action continue du groupoide G dans une C*-algèbre A. Avec les 

notations de \!i,15\ et \3.17\ posons A 2 := Ind^ (Ai, ) et Ai := Ind^ (A 2 , ô\ 2 )■ Alors , on a : 

a) Pour tout x G A 2 , on a d\ 2 (x) G A 2 et n 2 '■ (A 2 ,<5a 2 ) —> (A 2 ,8^-) : x 1 —> 8\ 2 (x) est un *- 
isomorphisme G 2 - équivariant. 

b) Pour tout x G Ai, on a ô Ai (x) G Ai et ni : (Ai, 8^) —> (Ai, 8-^) : x 1 —>• 5\ i (x) est un *- 
isomorphisme Gi- équivariant. 

Démonstration. Pour la preuve du a), on a (13.171 c’)’). A 2 = [(k!a 2 0 w)(5^ 1 (a) | a G Ai , oj G B(H 2 i)*}- 
Soit a G Ai et u> G B (H 21 )*, on a 5^ 2 ((idA 2 ®u)8 2 Al (a)) = (idAi®Si 2 ®w)(^ 3 ®ids 21 )5^ 1 (a) = (idA l( g>s 12 ® 
w)(idAj ® e A 2 . 

On en déduit que n 2 : A 2 —>■ A 2 : x S A (x) est un ^-isomorphisme. 

Pour tout x G A 2 , on a 8 Â2 (n 2 (x)) = 8^(8\ 2 (x)) = (kIa, ® ^i 2 )(^a 2 ( x )) = ( S a 2 ® ids 22 )(<% 2 (:r)) = 
(7T2 0 ids 22 )(^A 2 ( x )), d’où l’équivariance de l’isomorphisme. 

La preuve du b) est similaire. □ 

Démonstration du théorème. : partons d’une action continue (/3 a, Ùa) du groupoide Ç. Avec les notations 
de 13.151 et 13.171 on a A = Ai ® A 2 avec A, := 3a(b3)A et les *-morphismes ô Aj ■ Aj -A M(A k ® Skj) 
vérifiant les conditions (13.17l bl et c)). 

Posons (Bi,5b x ) '■= (Ai,8 Al ) et B 2 := Ind^ (Ai, â Al ), et soit (3b,8b) l’action continue du groupoide G 
dans la C*-algèbre B := B 1 ® B 2 associée 14.91 à (Bi,8 Bl ). Reprenons le *-isomorphisme G 2 -équivariant 
n 2 :(A 2 ,ô\ 2 )^(B 2 ,ô% 2 ) donné par le a) de 14.111 
Pour tout a = ai + a 2 G A , posons f(a) = (ai,n 2 (a 2 )). 

Il est clair que / : A —> B est un ^-isomorphisme vérifiant / o /3 A = /3b- Notons fj : Aj -A Bj le *- 
isomorphisme obtenu par restriction de f h Aj. 

Avec les notations de 14.81 II est clair que la relation (/ 0 idg) o Sa = 8b ° / est équivalente aux relations 

(fk ® id Sfej )ô k A . = 8%. o fj , j,k = 1,2 
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Pour j,k = 1, il n’y a rien à démontrer. Pour j = 1 et k = 2, dans M(A\ 0 £12 0 £ 21 ), on a : 


^ : = ( id Ai <8 = (£a 2 8 idSsJ^Ax = (7T2 8 idsaJ^A! = U 2 8 idsaJ^! 

Pour j,k = 2, la relation (/& 0 ids fc -)^A- = £5 0 fj es t exactement la GVéquivariance de l’isomorphisme 

cm ail 7 T 2 . 

Pour j = 2 et /c = 1 , il faut montrer que 8 \ = £g 2 o 7r2. 

En composant avec l’isomorphisme 7Ti 0 ids 12 introduit dans 63 , il revient au même de montrer : 

(tti 0 ids 12 ) o 8\ 2 = (id S2 0 ^2) 0 5 b 2 0 *2 

Dans M(B 2 0 £21 0 £12) C M(Ai 0 £12 0 £21 0 £12), on a par définition de 7Ti : 

(tti 0 id Sl2 ) o ô \ 2 = ([(id Al 0 (SÎiMaJ ® id Sl2 ) o 5\ 2 

Par équivariance de 7 t 2 (et aussi sa définition), on a dans M{B 2 0 £21 0 £12) C M{A\ 0 £12 0 £21 0 £12) : 

(id Sa 0 £22) 0 S b 2 0 ^2 = (ids 2 0 £22)^2 <8 ids 22 )£i 2 

= ( 7 f 2 0 id S210 5 12 )(idA 2 0 Sl 2 )ô \ 2 
= (tt 2 8 ids 21 ® 5 12 )(£i 1 8 ids 12 )£A 2 
= ([(£a 2 8 ids 21 )£ij ® ids 12 )£A 2 
= ([(id Al 8 £?i)£aJ 8 id Sl2 ) o ô \ 2 


□ 


4.2 Induction et équivalence de Morita 

Nous allons montrer que les équivalences de catégories : 

A g A Gl , A Gl - s - A ° 2 , A g - s - A ° 2 

échangent les équivalences de Morita. 

4.12 Définition. On appelle t/-algèbre de liaison, une C*-algèbre J, munie d’une action continue (/3j,ôj) 
du groupoide Q et de deux projecteurs non nuis e* S M(J) vérifiant pour i = 1,2, les conditions : 

a) ei + e 2 = lj , [Je*J] = J pour i = 1,2 

b) 6j(ei) = qpj, a {ei 8 ls) 

Reprenons les notations de (13.151) : 

Qj = £.7 (-j ) j Jj = Qj J , ê j, : ./y 7 A / ( - A 0 £fcj) 

Rappelons (13.111) que j3j prend ses valeurs dans le centre de M(J), donc [çj,e,] = 0. 

Soit : M(Jj) —> M(J ) le prolongement strictement continu de l'inclusion Jj C J vérifiant i-j(lj) = qj- 
Pour tout i,j = 1,2, notons e,; >7 , l’unique projecteur projecteur de M(Jj) vérifiant Lj (e,; >; ) = e^. 

Avec ces notations nous avons facilement : 

4.13 Lemme. Soient i,j,k= 1,2. 

a ) e ij A" e 2,i = Ijj ) Jj] = Jj 

b) àJj( e i,j ) = e i,fe 8 lSfej 
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Il en résulte que la Gj - algèbre (,/ ? , Sf.), munie de (eij, e 2j ) est une équivalence de Morita Gj-équivariante 

et l’image par le foncteur AP —ï A Gj : ( J,/3j,ôj ) ( Jj,ôj ,) d’une équivalence de Morita est aussi une 

équivalence de Morita. 

Réciproquement, soit ( Ji, ôj x , e^i) une Gi-algèbre de liaison. Notons (J, Sj,/3j) la Q - algèbre associée ETÏÏ1 
par le foncteur A Gl —> AP. 

rappelons que J = J\ © J 2 avec J 2 := Ind G è (J \, Sj l ) munie de la coaction 5 2 2 := idj x ® ô 2 2 - La C*-algèbre 
M(J 2 ) est identifiée à une sous-C*-algèbre de M(Ji ® S' 12 ) et le coproduit ôj : J —)■ M(J (g) S) est donné 
pour tout a = (ai, a 2 ) par la formule : 

*j(o) = > 6 k J .:J j ^M(J k ®S kj ) 

k,j 


Pour i = 1,2, posons e ij2 := e^i <g> lg 12 € Proj M(,/i <g) S 12 ) 

Avec ces notations, nous avons : 

4.14 Proposition. (J 2 , ôj 2 , e, >2 ) est une G 2 ~algèbre de liaison. De plus, pour tout i,j,k = 1,2, nows 
avons : 

àjj = ® 

Démonstration. Montrons que e ,, 2 G M(J 2 ). Soit a G Ji,w € B(H 2 i)*, nous avons : 
ei, 2 (idj 1 ( g,s 12 ®w)(idj 1 ®ÆÎi)Æj 1 (a) = (idj 10 s 12 ®w)(idj 1 0 ùnjùjj (e^ia) 

Il en résulte que ej i2 S Proj (M(J 2 ) et on a : 

ei ,2 + e 2 , 2 = lj 2 , ôjj(ei,j) = G ,2 0 ls 2j - > i,j = 1,2 

Pour montrer l’égalité [^ 61,2 J 2 ] = ^ 2 , il suffit de montrer 11.11 que pour tout u; € B(H 2 \ )* et pour tout 
ai, 61 € Ji, on a (idj 2 0 (aie^i&i) G [J 2 e» | 2 J 2 ]. 

On a (idj 2 0 (aie»,i&i) = (idj 2 0 wj^j^ai)e ij2 ® Isji)^ (&i)]- 

Par (14.51 d'il, on a [5j x (Ji)(lj 2 0 S 21 ) = J 2 0 SW- Il en résulte que (idj 2 0 (aie^ièi) est limite de 
y: ^ei l 2 (idj 2 0 avec Xi G J 2 . 

finie 

Pour voir que <5j 2 (e, i2 ) = e^i 0 ls 12 , il suffit de composer cette égalité avec le *-isomorphisme 7 Ti <g» idg 12 , 
où 7 Ti est le *-isomorphisme (TOI) . □ 

Pour i = 1,2, posons e* := (ej,i,ei i2 ) G M(J). Les définitions des *-morphismes 14.91 (Br.Ôr) et ce qui 
précédé, entraînent immédiatement qu’on a : 

4.15 Corollaire. (J,(3j,8j,e i,e 2 ) est Q-algèbre de liaison. 

L’image par le foncteur A Gl —> A^ d’une G\-algèbre de liaison est aussi une Q-algèbre de liaison. 


4.3 Induction de C*-modules 

Pour étendre le procédé d’induction aux C*-modules équivariants [T], nous avons besoin du lemme suivant : 

4.16 Lemme. Soient et (Ji ^ £/i) deux G 1 algèbres et f\ : Bi —> M(Jp un *-morphisme 

vérifiant : 

a) Pour une unité approchée ( u \) de B\, on suppose que fi(u\) —> e\ G M(J±) pour la topologie stricte. 

b) (fi 0 id Sll )(j Bl = o fi. 

Alors nous avons : 
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(i) ei est un projecteur de qui ne dépend pas de l’unité approchée (ma); et on a ^(ei) = 

ei 0 lsu 

(ii) Pour tout S 12 ), on a (/1 0 id Sl 2 )(T) = (ei 0 ls 12 )(h <8 idg 12 )(T)(ei 0 l Sl2 ). 

Remarquons que la condition b) a un sens grâce à la condition a), /1 0 idg^ étant le prolongement 
strictement continu à M(Bi 0 S'il) du *-morphisme /1 0 ids^ : B\ 0 Su —► M{J\ 0 Su), vérifiant 
(/1 <8 idsn)(lsi®Sn) = ei 0 ls^. 

Démonstration. Pour voir que ei est un projecteur de M(Ji) qui ne dépend pas de l’unité approchée, et 
que pour toute unité approchée ( u x ) de Bi, on a fi(u x ) —> ei pour la topologie stricte dans M(J±), cf. 

m 

On a (/1 0 id Sll )(5 Bl (l S i) = ei 0 l Sll et (/1 0 id Sll )<5 B i (ma) = S Jl (f 1 (u\)) ôj^e 1 ) pour la topologie 

stricte de M{J\ 0 Su), donc éj^e 1 ) = ei 0 lg^, d’où le a). 

Le *-morphisme M(Bi 0 S 12 ) —> M(Ji 0 S 12 ) :Ti-> (c 1 0 ls 12 )(/i 0 ids 12 )(T)(ei 0 ls 12 ) est strictement 
continu et coincide avec f\ 0 ids 12 sur B 1 0 S 12 , d’où le b). □ 

Avec les hypothèses et les notations de 14.161 posons : 

B 2 :=lnd%l(B 1 ,ô Bl )cM(B 1 ®S 12 ) , J 2 := Indg’(Ji, Sj,) C M(Ji 0 S 12 ) , e 2 := ei 0 l Sl2 


Nous avons : 

4.17 Proposition. a) e 2 £ M(J 2 ) et (/1 0 ids 12 )(B 2 ) C e 2 M{J 2 )e 2 . 

b) Posons f 2 := Indg^/i : B 2 —> M(J 2 ) : 1 £ (/1 0 ids 12 )(x). Alors f 2 est un*-morphisme vérifiant : 

(i) Pour toute unité approchée (v\) de B 2 , on a f 2 (v\) —> e 2 pour la topologie stricte de M{J 2 ). 

(ii) (/ 2 0 ids 22 )ù B2 = ôj 2 o f 2 . 

(iii) Soit Fi £ e\M(Ji)e\ vérifiant pour tout b £ B\ : 

[-Fi, fi(b)] £ ei Jiei , fi(b)(Fi — F*) £ ei Jiei , /i(F)(-Fj 2 — 1) £ ei Jiei , 5j x (-Fj) = Fj 0 lg^ 
Alors F 2 := Fj 0 lg 12 £ e 2 M(J 2 )e 2 et on a tout b G B 2 : 

[F 2 ,f 2 (b)] £ e 2 J 2 e 2 , f 2 (b)(F 2 — P 2 *) £ e 2 J 2 e 2 , / 2 (F)(Ff — 1) £ e 2 J 2 e 2 , 5j 2 (F 2 ) = F 2 0 ls 22 
Démonstration. Soit w £ B(F[ 21 )* un état normal. Pour tout X\ £ J\ et tout ui' £ F?(Ff 21 )*, on a : 

(ei 0 lsi 2 )(idj 1 ®si 2 0 w')^(ïi) = (idj 10 5 i 2 0 w 0 w')<5j 1 ) (ei)i 2 3^j 1 ) (a;i)i24 
avec = (idjj 0 J^)^. Comme ei £ M(Fi), on a (14.11) : 

(idj!®s 12 0w0w') <5 j 2 1 ) ( e i)i23<5j 2 1 ) (a:i)i24 £ J 2 

donc e 2 := ei 0 ls 12 £ 1 W(J 2 ). 

Montrons que (/1 0 ids 12 )(F? 2 ) C M(J 2 ). Pour tout 61 £ F?i, x\ £ Ji et tout w,u/ £ F?(iF 2 i)*, on a 
[(/1 <8ids 12 )(id Bl ®s 12 0 w^^OKidj,®^ 0 w')^( x i) = ( id Ji®Si 2 0 w 0 w')<5j 1 ) (/i( & i))i23^Si ) ( a; i)i24 
avec ôjj^ = (ids! 0 Sf 1 )ÔB 1 • On a /i(&i) £ -M(Ji) et par (14.11) . on déduit 

(id Ji®S 12 0w0 w , )4 2 i ) (/i(6i))i234i ) ( x i)i24 e J 2 
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donc (/i 0 ids X2 )(6 2 ) C M(J 2 ). Tenant compte de (14. 161 b')'). on a prouvé le a). 

Pour la preuve du i) il suffit de montrer que e 2 J2 = [{f2(b 2 )x 2 | b 2 £ 62,22 £ <^2}]- 
L’inclusion [7r 2 (6 2 )a; 2 | &2 £ -62,22 £ 4 2 ] C e 2 J2 résulte du a). 

(o\ 

Pour montrer l’égalité, montrons d’abord que e 2 J2 = [{(idj x 0s 12 0 00)6^ (fi(bi)xi) \ &i G B\,x\ £ Ji,u> £ 
6(621).}]. 

On a d’abord pour tout bi G B\,x\ £ Ji et w £ 6(6 2 1)* : 

/O - ) . /o'i f2^ 

(idj x 0S 12 ® u)8jÎ{ h{b{)xi) = (id j x 05 12 0 w) 5 >/(/i(ei 6 i)xi) = e 2 (id Jl0 s 12 (/1 (&i)a;i) £ e 2 J 2 

Soit ( u \) un unité approchée de 61 , aq £ J\ et lu £ 6(621)*- On a : 

/o'i (o) 

(idj 10 s X2 0 w)<5}/(/i(ua)2i) ->■ e 2 (idj x 0 Sx2 0 w)^ (aü) £ e 2 J 2 (normiquement) 


Il reste à montrer que pour tout &i £ 61,21 £ Ji et tout oj G 6 ( 6 2 1 )*, on a 

(idj x 0S 12 ® w)4 x ) (/i( & i)2i) £ [{/2<>2)2 2 | b 2 £ 6 2 ,2 2 £ J 2 }] 

En effet, on sait (14.51 dl que [< 5 j x ( Ji)(lJ x 05 12 ® 621 ] = J 2 0 SW - Posons alors uj = soj' avec s £ 621 • On a 
alors 

(idj x 0S 12 ®w) 4 x ) (/i(&i) 2 i) = (idj x 0S 12 ®w')^j 1 ) (/i( 6 i)) <5 j 2 1 ) ( x i)( 1 2i®s 12 ® s)) £ ^2(62) J 2 ] 
d’où le i). Le ii)) résulte de la définition (14.31 bll des coactions Sb 2 et ôj 2 . 

Le iii) se déduit facilement des égalités / 2 ( 6 2 ) = [(idj x 0 s 12 ®w)(idj x ®5u)5j x (/i(x))|a; £ 61 , w £ 6(6 2i )*] 
et e 2 J 2 e 2 = [(idj x 0 s 12 0 w)(idj x 0 ^n)5j x (eij/ei)|j/ G Ji, w G 6 ( 6 2 i)*] □ 


Soit £\ un 61 -module hilbertien Gi-équivariant. On munit la Gi-algèbre J\ := K.(£ 1 ® 61 ) de la coaction 

compatible avec celle de B\ et £\ et des deux projecteurs eqi = , e 2 ,i = 1^ ) ' 

On rappelle que (Ji, <5j x , e;,i) est une équivalence de Morita Gi-équivariante. Par définition de la coaction 
<5j x , le *-morphisme canonique lb x : 61 —> J\ vérifie les hypothèses de 14.161 

Posons J 2 = Indg*(Ji,5j x ). D’après f4. 141 on a une équivalence de Morita G 2 -équivariante ( J 2 , Sj 2 , e;, 2 ) 
avec e ;,2 := e;,i 0 ls X2 £ M(J 2 ), en particulier e 2i2 J 2 e 2<2 , munie de la restriction de la coaction ôj 2 , est 
une G 2 -algèbre. 

Nous avons : 

4.18 Proposition. Posons 6 2 = Ind g 2 ( 6 i, ùs x ). Alors Ind q 2 lb 1 ■ 6 2 — > e 2 , 2 J 2 e 2t2 estun *-isomorphisme 
G 2 - équivariant. 

Démonstration. Comme is x prend ses valeurs dans J\, le *-morphisme injectif Ind^i-Bi es t à valeurs 
dans : 

e 2 , 2 J 2 e 2t2 = [(idj x 0 Sl2 0 w)(idj x 0 (i Bl (b))\b £ B 1 ,u £ 6 ( 621 )*] 

Il en résulte que Induis-, es t u n ^-isomorphisme. La G 2 -équivariance résulte facilement de (14.17l iill. □ 

Dans la suite, nous identifions les G 2 -algèbres 6 2 = Indg 2 e 2 ,i Jie 2 ,i et J 2 = e 2 , 2 (Indg 2 Ji)e 2 , 2 

4.19 Définition. On appelle module induit du 61 -module hilbertien Gi-équivariant £\, Le 62 -module 
hilbertien G 2 -équivariant Ind £\ := ei t2 J 2 e 2j2 = ei, 2 (Indg 2 Ji)e 2 , 2 . 
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4.4 Induction et bidualité 


Soit une Gi-algèbre . Posons ( A 2 ,Sa 2 ) : = Ind^^Ai,^)- Dans ce paragrahe, nous montrons que 

la G 2 -algèbre Intl (Ai xi Gi x Gi) est G 2 -Morita équivalente à la G 2 -algèbre A 2 x G 2 x G 2 . Ce résultat 
est obtenu par application du théorème 13. 40l au double produit croisé A x Q x Q, où (A, fi a, Sa) est l’image 
de {Ai, 5 aC) par la correspondance ITÏÏl A Gl —f A G . 

Nous examinerons ensuite le cas où A\ = J\ est une Gi-algèbre de liaison. 

Fixons une Gi-algèbre (Ai,5 a))- Posons (A 2 , 5a 2 ) := Ind ^( A\, 5a x )■ Rappelons que A := A\ ® A 2 est 
munie de l’action (/3a, Sa) définie dans 14.91 

Identifions alors les Ç7-algèbres A x Q x Q et (D, fir,,ôp>) comme dans 13.4(11 et reprenons intégralement les 
notations du paragraphe 13.3.21 et en particulier les notations 13.481 

4.20 Rappels. Par identification des bimodules hilbertiens équivariant Dmj := eijDjepj et Bipj := 
Aj 0 K.(Hi>j, Hij), nous savons {3-49\ que pour j, l, ll ^ l', on a : 

a) le Aj<gilC(Hij)—Aj®IC(Hi’j) bimodule hilbertien G j-équivariant Aj®1C(Hp j, Hij) est une équivalence 
de Morita G j -équivariante des Gj-algèbres Aj 0 IC(Hij) et Aj 0 K(Hpj). 

b) La coaction de Aj (S)JC(Hjj) coincide avec la coaction biduale du double produit croisé Aj x Gj x Gj, 
après identification m avec Aj 0 IC(Hjj). 

c) k := ^B n i (Bw,j), m uni de la coaction 

«ïr.k ■ Ç v^mv^ 23 y 

est un <5g ; . (Bjj) — ùg (Bj,i) bimodule hilbertien Gj - équivariant. 


4.21 Théorème. Soit j, k, l, V = 1 ,2 , j ^ k. Nous avons : 

a ) £ ii',k '■= S B U , ,3) = Ind G j k B w,k- En particulier ùg, .(B/j) = Ind^Bz,*. 

b) La coaction ô J u , k du bimodule £ 3 U , k coincide avec la coaction induite par celle de Bip : k- 

c) Le morphisme Bipj — > Ind G J Bw t k : £ H > <îg , (£) est un isomorphisme de bimodule Gj-équivariants 


au dessus des C*-isomorphismes 


: B, Ind B, 


6 k 


Bpj '■ Bi',j Ind G 3 k Bi< 


Démonstration. Par restriction de l’isomorphisme f4.1 1 1 G.-éauivariant : 

nj : Dj -> Ind %[D k : x ^ S k Dj (x) 

on obtient des isomorphismes : 

Dm j Ind^Az'.fc 

de Di j — Dp j bimodules hilbertiens Gj-équivariants au dessus des isomorphismes Gj-équivariants 

D,j -*• Ind^A.fc , Dp j Ind^Aqfc 

En effet, on a ô ( eij) = e^k 0 1 s kj Icf- l3.45l cP. Il en résulte qu’on a : 

S Dj(Dipj) = (ep k 0 ls*J(Ind G i D k)(ei',k ® Is kj ) = Ind^Ai'.fc , ^(Aj) = Ind^A.fc 

Par identification des Gj-algèbres Dj et Bj := Aj 0 K.(H\j 0 H 2 j), on déduit le a). 

, , G ■ 

Il est clair que la coaction S J U , k ■ £ ^ Vjj , 23 ^ 12 (^ 4 , 23 )* du Ind Q k Bi'k- module £ J U , k est la coaction induite 
du £>;/,fc-module B w ,k- 

Le c) résulte de a) , b) et (13.54l b~lb □ 


58 


















4.22 Corollaire, pour j,k, 1,1' = 1,2 avec j ^ k, nous avons : 

a) Les Gj-algèbres Aj et Ind G 3 A k 0 JC(Hik) sont canoniquement isomorphes. En particulier 

la Gj-algèbre Aj 0 IC(Hjj) est canoniquement isomorphe à la Gj-algèbre Ind c k Ak 0 IC(Hjk). 

b) Les Aj®K,(Hij) — Aj®K,(Hi'j) bimodules hilbertiens Gj-équivariants Aj(&K.(Hi'j,Hij) et Ind A k ® 

Hik) sont canoniquement isomorphes. 

c) La G2~algèbre Ai x G2 x G2 est G2- Monta équivalente à la G2-algèbre Ind^ A\ x G\ x Gi. 
Démonstration, les énoncés a) et b) découlent de l’énoncé (plus général) (14. 211 c') b 

En prenant j = l = 2 et V = 1 dans (13.501 c')’). on obtient une G 2 -équivalence de Morita des G 2 -algèbres 
A2 0 IC(H22) et A2 0 IC(Hi2). 

En prenant j = 2, l = k = 1 dans le a), on déduit que les G 2 -algèbres A2 0 K,(Hi2) et Ind G 2 Ai 0 JC(Hn) 
sont canoniquement isomorphes. □ 


Cas d’une algèbre de liaison 

Soit (</i, é j 1 , e ^, e -^) une Gi-algebre de liaison. Posons (t /2 , ùj 2 ) = !ndg 2 (Ji, djJ. qu’on munit de sa struc¬ 
ture de G 2 -algèbre de liason définie HTTHl par les projecteurs : 

e 2 := e l 0 1S 12 ) e 2 := e l 0 IS 12 


Soit J = Ji ® J2,/3j,Sj) la (y-algèbre de liaison H~T5l correspondant à J\ et J 2 , définie par les deux 
projecteurs de M(J ) : 

e 1 :=(eî,e^) , e 2 := [e\,e\) 


Pour expliciter la structure de (/-algèbre de liaison du double produit croisé J x Q x Q correspondant 
aux projecteurs e,e , nous reprenons les notations du paragraphe 13.3.21 en remplaçant dans toutes ces 
notations A par J. 

Comme dans 13.401 on identifie J x Ç x Q à la C*-algèbre D C £(J 0 H). 


4.23 Lemme. Pour i = 1,2, il existe un unique projecteur e l D G M(D) vérifiant 


Jd^d) = 9 / 3 . 7 ,â(e* 0 1 h) G £(J 0 H) , a = fi 
On a e l D + e 2 D = 1 D ; [De^D] = D , i = 1,2 ; fe(e^) = 6 D (l D )(e l D 0 l s ). 


Démonstration. Rappelons qu’on a : 

D = [{(idj 0 R)ôj(a)(lj 0 A (x)L(s)) \ a G J, x G S, s G 5}] = D\ 0 D 2 C C(J 0 H) 

il est clair que 0 Ijî) £ jn(M(D)) où : 

Jd{M{D)) = {T G C{A® H) / TD C D , DT C D , Tj D (l D ) = j D (l D )T = T} ; j D (l D ) = 

On en déduit l’existence des projecteurs e l D . Les assertions restantes du lemme se déduisent de la structure 
de (/-algèbre de liaison de ( J, fij, ôj, e 1 , e 2 ). □ 


Il apparait clairement que la (/-algèbre D & en fait deux structures d’algèbre de liason compatibles : celle 
définie par les projecteurs e l D et celle qui correspond aux projecteurs 13.451 e; ,■ de D\ et £>2 : 

4.24 Lemme. Pour tout s,j,l = 1,2, notons e ; 0 G l’unique projecteur vérifiant : 

G( e /,j) = e D i j( e i,j) ) G • M{Dj) —ï M(D) , Lj{l Dj ) = fioifij) 


Pour s,j, k,l= 1, 2, on a 5 k D . (efj) = e s l k 0 lg„ . 
(Pour la définition des projecteurs eij, cf. \3.j5\j 
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Démonstration. La définition 14.231 des Droiecteurs e D entraine clairement qu’on a : 


\ e Di L j( e l,j)\ = 0 J — e D t -j( e l,j) 

d’où l’existence et l’unicité des projecteurs ep y 

Notons 7 Tj : M(D k 0 S k j) —>• M(D® S) le *-morphisme canonique correspondant à l’inclusion D k ® S k j C 
D ® S. L’égalité à établir est équivalente à : 

(j ’d 0 id s )^ô^.(epj) = (j D 0 idsjTr^e?^ 0 

Nous avons : 

(je 0 ids)7r^(5^ (efj) = (, j D 0 id)(ù D (^-(ef iJ ))(^ jD (e fe ) ®p fej )) = 

= (jD 0 ids)(ùn(e| 3 i J (eij))(/? ri (e fe ) 0p fcj )) 

= O'd ® id)(ùu(lD)(eij 0 ls)<5n(t j (ei J )(/3D(£fe) ® î>fej)) (14.231) 

= (jD 0 id)(ùn(lD)(/?n(£fc) ®Pkj)(e s D 0 ls)ÙD(o(ez,j)(/3r>(£fc) 0pi,)) 

= (jD 0 id)((/3 D (£ fe ) ®Pkj)(e s D 0 ls))7Tj (^( e ùj)) 

= 9^, 5 , 12(1 j 0 /3(e fe ) ®pkj)(e s 0 1^0 ls))(?fe ®Pik®Pkj) (13-331) 


(jD 0 ids) 7 r*(ef ife 0 l Sfc3 .) = (j D 0 ids)((t fe (ef ife ) 0 lsXÆufcfc) 0ftj)) 

= (j D 0 ids)((eotfc(ej, fc ) 0 ls)(/3r>(efc) 0P/y)) 

= 9/3j,â,i2(e s 0 1# 0 1 s)(qk 0 Pik 0 ls)ù/3j,5,i2(lj 0 Æ(Oc) 0 Pw) (13.45b )) 

= , 5 , 12(1 j <g> /3(e fc ) 0pij)(e s 0 lu 0 ls))(gfc 0pzfc 0pt 3 ) 

□ 


4.25 Notations. Pour j,1,1', s, s' = 1,2, posons 

n ss ' — P s D- P s ' 
U U',j — e l,3 U l e l',3 


n s — d ss 
U l,j — U U,3 


On déduit de 14.241 que par restriction de la structure de Gj -algèbre de Dy on obtient que Dff, j est un 
Dp j — Dp j bimodule hilbertien Gj-équivariant. 

4.26 Proposition. Soit j, k = 1, 2 , j ^ k. Par restriction des isomorphismes \j.ll\ G,-équivariants : 


on obtient des isomorphismes : 


tt j : D, Ind %{D k : x H- ô k D (x ) 


Dïï d -+ Ind££>?,?* 


de Dp j — Dp, j bimodules hilbertiens Gj-équivariants au dessus des isomorphismes Gj-équivariants 

-> Ind a J k Dpy > Dî\j —•> Ind G ^Hf/ ifc 

Démonstration. Il résulte 14.241 des égalités S Di( e tj) = e ï,k 0 1 s kj , qu’on a : 

( e ij n j ( j’.j) = (e?, fc 0 ls„)(Ind %[D k )(ef l>k 0 l s „) = Ind G G ^ k D k e^ k , ô k Dj (Dp.) = Ind g 


□ 
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Nous allons appliquer 021] à l’algèbre de liason correspondant à un module hilbertien équivariant, cf. 11.3.31 

Soient (Ai,8 Al ) et (Bi,8 Bl ) deux Gi-algèbres et (£\,8sf) un A\ — Bi bimodule hilbertien Gi-équivariant 
Posons : 

A 2 =lnà%\(A u 8 M ) , B 2 =1M%‘ 1 (B 1 ,6 Bi ) , £2 = Ind g= (Si , 6 Sl ) 

( KL(£ ) £ \ 

c* td ) j qu’on munit de la coaction 8j, qui définit la structure 

f'I a l J 

de i?i-module Gi-équivariant de £ 1 , cf. 11.3.31 


On a alors J 2 := Indg^ Ji = 


/C(£ 2 ) £2 

B, 


est une G 2 -algèbre de liason. 


Considérons alors la t/-algèbre de liason J := Ji ® J 2 définie par Ji et J 2 , (cf. 14.1511 . Identifions les Ç- 
algèbres J xÇ xÇ et (D,/3d,8d) comme dans l3.40l et reprenons intégralement les notations du paragraphe 
13.3.21 et en particulier les notations 13.481 

Pour j = 1,2 et par l’identification Dj = Jj 8 IC(Hij ® H 2 j), observons que pour Z, l' = 1, 2, on a : 

1) En prenant s = 1, la G^-algèbre D} 3 s’identifie à la Gj-alèbre IC(£j) 8 IC(Hij), dont la coaction est 
donnée par la formule : 

x ^ Vj ji23 (id K{£j) 8 c r)(^ (£ .) <8 id,c iHlj) )(x)(Vj ji23 y , x G lC(£j) <8 K,(H tj ) 

2) En prenant s = 2. la G^-algèbre D'f ;) s’identifie à la G^-alèbre Bj ®JC(Hij) : dont la coaction est donnée 
par la formule : 

x V^ i23 (idBj <8 a-)(ô J Bj) 8 ià K{Hlj) )(x)(V ^ 23 )* , x & Bj ® JC(H tj ) 

3) En prenant s = 1 et s' = 2, le Dj ) — Df,j bimodule hilbertien G^-équivariant Djfîj s’identifie au 
IC(£j) 8 IC(Hij) — Bj 8 JC(Hi>j) bimodule hilbertien Gj- équivariant £j 8 JC(Hi'j, Hij) , dont la coaction est 
donnée par la formule : 

Ç ^ V jj, 23(^0 ® a ^ ô h ® id K(H l , J ,H lj )){0(Vf j ,23)* > Ç e £j 8 1C(H V j,Hij) 

(Tous les ct sont des flips évidents). 

Nous avons : 


4.27 Théorème. SoitS 1 un A\—B\ bimodule hilbertien G\-équivariant dont l’action à gauche Ai —> C(£ 1 ) 
est supposée non dégénérée. Posons 

A 2 =IndgMi , B 2 = Ind g^ B\ , £ 2 =Indg^r 

Pour j, k, l , l' = 1,2 arec j ^ k, le morphisme 

8?i',j : £j 8 ICiHi'pHtj) -»■ Indg^ fc 8 : Ç V^-, 23 (id £fc 8 ct)(^. 8 

est un isomorphisme de G j-modules hilbertiens au dessus des C*-isomorphismes : 

Aj 8 K.(Hij) -S> IndgM fe 8 K.(H ik ) : x 1 —> V^^ 3 (id Ak 8 ct)(^. 8 23 )* 

Bj 8 lC(H vj ) -> Ind g^ B k 8 lC(H vk ) : x >-)■ Vl j23 (id Bk 8 ct)(<^ 8 id/c^^fcXV^aa)* 
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Démonstration. Il résulte de 14.261 que les assertions qu’on obtient, en remplaçant dans celles du théorème, 
la Gj-algèbre Aj par la G j-algèbre K{£j), sont établies. 

L’équivariance de l’action à gauche A\ —► C{£ 1 ) (cf. Il .3.311 . définit une action ITTÜ non dégénérée G 2 - 
équivariante A 2 —> C(£ 2 ). Il en résulte qu’on a un *-morphisme Ç/-équivariant A = A\ ® A 2 — > M(J). 
Comme dans le cas d’une action continue d’un groupe quantique l.c dans une C*-algèbre, on déduit un 
*-morphisme Çl-équi variant A x Q yi Q —y M(J x G » G). 

Pour j = 1, 2 , posons Aj = Aj 0 ® H 2 j). En identifiant 13.3.21 les (J-algèbres A x Q x G et Ai © A 2 , 

on obtient pour tout j = 1,2, un *-morphisme 


et pour tout j , k , on a 


fj : Aj ->• M(Bj) , Bj = Jj 0 © H 2j ) 


(/k®ids w )o5X = S B i °fj 


(4.4) 

(4.5) 


Par restriction de fj , on obtient pour 1,1' = 1, 2, un *-morphisme non dégénéré et Gj-équivariant : 

Aj 0 K(Hij) -»■ £(£, 0 j, Hij)) 

L’équivariance de l’isomorphisme j : £j 0 j, Hij) — > lnd G 3 £ k 0 K.(Hi' k , Hi k ) résulte alors de 14.261 
et de (14.51) . □ 


Pour définir une équivalence des catégories KK Gl et KK° 2 , nous avons besoin d’expliciter quelques 
notations supplémentaires et d’établir un lemme utile. 


4.28 Notations. 

a) Pour tout j, k , l, V = 1,2 avec j k, on a : 


Bij := Jj 0 K.(Hij) 


flC(£j)®)C{H l j) £j 0 JC^Hij )\ 
\£ j ®IC(H l j)* Bj 0 IC(Hij)) 


b) Le Bij — Bi'j bimodule hilbertien Bwj est de la forme : 


(lC(£j) 0 K{H V j,H l0 ) £j 0 K(Hi'j,H l j)\ 
^ £j 0 K{H V j , Htj )* Bj 0 /C(fP 7 , H Xj ) j 


c) Par restriction de 5g., on a les isomorphismes Gj-équivariants 14-11\ \ÏÏ-48^ : 

<5 iv,j : lC(£j)®K.{H Vj ,H l3 ) lnd% 3 k K.{£ k )®K.(H Vk , H lk ) : x ^ 23 (id 0 a)(^ (f .) 0 i d )(æ)(V^' i 2 3 )* 

Siï’j ■ £j 0 K.{H V j,Hij) -y Ind G J / fc 0 £(lï;a, H lk ) : Ç ^ V£ j>23 (id 0 a)(ô^ 0 id)(£)(V^ 23 )* 
àu'j : 0 K,{H Vj ,Hij) -y Ind G 3 fc P fe 0 K{H vk ,Hi k ) : x v£ j>23 ( id 0 ct)(< 5 | 3 . 0 id)(æ)(V^ |23 )* 

4.29 Lemme. Pour tout j,k,l =1,2 et tout T G M(K.(£i)), nous avons : 

® R ji)^ £l )( T ) = ( id K(£ fc ) 0 R ki)5 k K{£l) {T) 0 l Sfc . 

Démonstration. C’est un cas particulier de (13.071 b')') appliquée à l’action du groupoide G dans la C*-algèbre 
J. □ 
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4.5 Application à la K A-théorie équivariante 


Soient Gi et G 2 deux groupes quantiques l.c, monoidalement équivalents et réguliers. Fixons (Ai, Aq) et 
{Bi.Sb^) deux Gi-algèbres et posons : 

(A 2 ,6 A2 )=lnd%l(A 1 ,ô Al ) , (B 2 ,6 B2 ) = lnd%l(B 1 ,6 Bl ) 

A tout Ai — B\ bimodule de Kasparov (£ 1 , Ai) nous associons un A 2 — A 2 bimodule de Kasparov (£ 2 , A 2 ), 
ce qui nous permet de définir un isomorphisme de groupes abéliens : 

J G2 , Gl : AA Gl (Ai, A x ) KK G *(A 2 ,B 2 ) : x = [(£ 1 , A x )] ^ Jg 2 , Gi (x) := [(£ 2 , A 2 )] 

dont l’isomorphisme réciproque Jgx,G 2 '■ KK G ' 2 (A 2 . B 2 ) ATATl Gl (AiAi) est obtenu de la même manière 
en permutant les rôles de Gi et G 2 . 

Rappels sur la A'A'-théorie bivariante équivariante de Kasparov et notations 


1) Soit G un groupe quantique l.c régulier. A tout couple de G-algèbres A et B , on associe |Tj un groupe 
abélien noté A'A' G (A, B ), dont les générateurs sont les classes de A — B bimodules de Kasparov (£, F) où 
£ est un A — B bimodule hilbertien G-équivariant et F G £(£) vérifie : 

[F, x} G £(£) , x(A - F*) G £(£) , x(A 2 - 1) G /C(£) , x G A 

x (Ôk(£){F) — F ® ls) G /C(£) ® S , xgA®£ 

où on a posé S = Go (G). 

2) Si A, A, A sont des G-algèbres , on a un produit (produit interne de Kasparov) : 

ATAT g (A, D) x KK g {D , B) -> KK g {A , B) : (x,y) ^ x ® D y 

3) Soit A une G-algèbre, identifions [2] les G-algèbres A x G X G et A®/C(£ 2 (G)). On note /3a (resp.tt/i), 
la classe du bimodule de Kasparov (A ® L 2 (G), 0), (resp. ((A g) A 2 (G))*, 0)). 

On a /3 a G AA g (A ® /C(£ 2 (G)), A) et € KK G {A, A ® /C(L 2 (G))). 

4) Soient A et B deux G-algèbres, on rappelle U que pour tout x = [(£, A)] G KK G (A,B) 1 on a 

/3a®ax® b a B = [(£®/C(A 2 (G)),(id® R)ô e (F))] G KK G {A 0 /C(£ 2 (G)), S (g) /C(A 2 (G))) 

et que l’application KK G (A 1 B) —» KK G {A ® /C(£ 2 (G)), A ® /C(L 2 (G))) :iG| 3 x ®u x ®_b as est un 
isomorphisme de groupes abéliens, (c/. [T]). 

5) Pour tout x = [(£, A)] G KK G (A , A), quitte à remplacer x par 1^ x, on peut supposer que l’action 
à gauche A —» £(£) est non dégénérée. 

Notons m que l’opérateur (id^;(£) ® R)&k.(S){F) est fixe pour la coaction biduale de /C(£) ®/C(£ 2 (G)). 


Fixons un groupoide de co-liaison Q := Qg 1 ,g 2 et deux Gi-algèbres (Ai, <5’ J 4 1 ) et (A^ùgJ. 

Pour tout Ai — Ai bimodule de Kasparov (£ 1 , Ai), où on suppose que l’action à gauche Ai —> £(£ 1 ) est 
non dégénérée, posons 1X271 : 

(A 2 ,Ôa 3 ) = Ind G J (Aijù^J , {B 2i Ôb 2 ) = Indgj {B 1 ,ô Bl ) , (£ 2 , h 2 ) ■= Indgj (£ 1 , ô £l ) 

Avec les notations de 14.271 nous avons : 

4.30 Proposition. (£ 2 ® 1C(Hi 2 ), (id;ç(£ 2 ) ® iî 2 i)5^(g 1 )(Ai)) est un A 2 <g> A£(AT i2 ) — A 2 ® /C(A£ i2 ) bimodule 
de Kasparov G 2 -équivariant.. 
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Démonstration. L’opérateur (id/q^j 0 -Rii)Æac(£i)(£i) étant fixe pour la coaction biduale de /C(£i) 0 
/C(iLn), posons F' = (id^) 0 i?n)<5/c(fi)(^i) ® ls 12 £ £(£(£i) ® £(# 11 ) 0 S 12 ). 

Il est clair que le ^4i®/C(//n) — Bi®JC(Hn) bimodule de Kasparov (£i0/C(lïii), (id/c(f 1 )0i?n)^AC(£i)(^i)) 
satisfait les conditions de !4.17l bl iii). On en déduit que : (Ind^ £i®K.(Hu), F') est un Ind^ Ai® JC (H n) — 
IndgJ Bi 0 IC(Hii) bimodule de Kasparov G 2 -équivariant. 

En utilisant 14.271 et 14.291 , on obtient que (£2 0 IC(Hi 2 ), (id/c(f 2 ) 0 ^2i)5^ £l )(Fi)) est l’antécédent de 
(Ind^ £\ 0 K.(Hn), F') par le G 2 -isomorphisme é\ 12 . □ 


4.31 Notations. Pour j, 1,1' = 1,2, notons 'Yw,j,g (resp 'ywj^d), l’équivalence de Morita Gj-équivariante 
\3.51 \ aw j relative à la Q-algèbre A = 7 I 10 A 2 (resp. B = Bi®B 2 ). Nous notons aussi 7 w,j, g (resp 
l’élément du groupe de Kasparov correspondant à cette équivalence de Morita. 


4.32 Proposition. Conservons les hypothèses et les notations de \4-30\ 

Il existe un opérateur F 2 G £(£ 2 ) vérifiant : 

a) (, £ 2 ,F 2 ) est un A 2 — B 2 bimodule de Kasparov G 2 -équivariant. 

b) fdA 2 ®A 2 {{£2,F 2 )]®B 2 aB 2 = 721.2,9 ®a 2 ®K(h 12 ) [( £ 2 ®IC(Hi 2 ), 

7 l 2 , 2 .d 

De plus, si F 2 ,F 2 G £{£ 2 ) vérifient les conditions a) et b) précédentes, alors on a : 


l(£ 2 ,F 2 )\ = [(£ 2 ,F')\ g KK g \A 2 ,B 2 ) 


Démonstration. Nous avons : 

721 . 2 ,g = \{A 2 0 /C(Ui 2 , #22), 0 )] , r )l 2 , 2 ,d=[{B 2 ®K{H 22 ,Hi 2 ),t))\ 

Il est facile de vérifier qu’on a : 

A 2 0 /C(i 7 i 2 , H 22 ) ®A 2 ®/c(-f/i 2 ) £2 0 F{Hi 2 ) = £2 0 IC(Hi 2 , H 22 ) 

£2 ® F(Hi 2 , H 22 ) 0 s 2 ®/c(ffi 2 ) B 2 0 IC(H 22 , Hi 2 ) = £ 2 0 IC(H 22 ) 

Soit (<?2 0 F(H 22 ), G 2 ) un A 2 0 1 C(H 22 ) — B 2 0 1 C(H 22 ) bimodule de Kasparov G 2 -équivariant vérifiant : 

721,2,9 O [{£2 ® F(Hi 2 ), (id^(g 2 ) 0 ^?2i)^(f 1 )(-Pi))] ® 712,2 ,d = [{£2 ® F(H 22 ), G2)] 

L’isomorphisme [T] de groupes abéliens : 

KK G2 (A 2 ,B 2 ) -a- KK° 2 {A 2 0 JC(H 2 2 ), B 2 0 IC(H 22 )) : x 1-4 (3a 2 0a 2 x ®b 2 a Bj 

permet d’obtenir un opérateur F 2 G £{£ 2 ) vérifiant a) et b). L’unicité de l’élément du groupe de Kasparov 
[(£ 2 , £ 2 )] corrrespondant est claire. □ 

4.33 Corollaire. Pour tout x = [(£l,Fi)] G KK Gl (Ai,Bi), notons </G 2 ,Gi(aO 6 KK G2 {A 2 ,B 2 ), l’unique 
élément du groupe KK G2 (A 2l B 2 ), vérifiant : 

Pa 2 ®A 2 Jg 2 ,gAx)®b 2 UB 2 = 721,2,9®A 2 ®K;(ffi 2 ) [(£2 0/C(-ffl2), (id/c(£T 2 ) 0 -^lMjqfi) (^l))] ®B 2 ®K{H 12 ) 7l2,2,d 
Alors Jg 2 ,Gi ’■ KK Gl (Ai, B{) -A KK G2 (A 2 ,B 2 ) est un morphisme de groupe abélien. 
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Démonstration. Pour tout Ai — Bi bimodule de Kasparov (£±, Fi), avec une action à gauche non dégénérée, 
il est clair que [(£ 2 <8 IC(H 12 ), (id/c(g 2 ) © # 2 i)£jc(£i)(-Fi))] £ KK G2 (A 2 (8 IC(H 12 ),B 2 © )C(H 12 ) ne dépend 
que de la classe de (£\,F{) dans KK Gl (Ai,Bi). 

L’induction de G 1 à G 2 étant compatible avec les sommes directes, Jg 2 ,Gi est un morphisme de groupes 
abéliens. □ 

Montrons maintenant qu’on a aussi un morphisme de groupes abéliens : 

J Gi ,g 2 ■ KK° 2 (A 2 , B 2 ) KK Gl (A 1 ,Bi) 

Pour tout A 2 — B 2 bimodule de Kasparov G 2 -équivariant {£ 2 ,F 2 ), posons : 

M ~ Ind g \A 2 , B x := IndgjBa , J 2 ~ K{£ 2 © B 2 ) , 7, := IndgV 2 = K{£i 0 B{) 

Définissons d’abord un morphisme de groupes abéliens 

J GiiG2 : KK° 2 {A 2 ,B 2 ) -> KK g '(A x ®K(H 2 i),B 1 ®/C(H 21 )) 

Notons que l’action de G\ dans Ai © JC(H 2 i) (resp. B\ © JC(H 2 1 )), s’obtient par restriction de l’action de 
Q dans le double produit croisé {A\ © A 2 ) x Q x Q (resp {B\ ® B 2 ) xtÇ xiÇ), qui permet aussi d’obtenir un 
Gi-isomorphisme de Ai © IC(H 2 i) sur Ind G ,(^2 © K(H 22 )) (resp. B\ © 1C(H 2 i) sur Ind£ 7(-®2 © K,(H 22 ))). 
( cf. 14.91 où il faut permuter les rôles de G\ et G 2 et aussi |. 

En permutant les rôles de G 1 et G 2 et en utilisant une version de 14.271 et 14.291 pour la (y-algèbre de liaison 
J := Ji (B J 2 , on établit : 

4.34 Proposition. Pour tout A 2 — B 2 bimodule de Kasparov G 2 -équivariant (£ 2 ,F 2 ), où on suppose 
que l’action à gauche A 2 —> C(£ 2 ) est non dégénérée, (£\ © 1C(H 2 i), (id^-^j © i?i 2 )^(£ 2 )(-^ 2 )) est un 
A\ © IC(H 2 i) — Bi © IC(H 2 i) bimodule de Kasparov Gi -équivariant. 

Conservons les notations précédentes. Introduisons les (y-algèbres : 

A:= Ai® A 2 , À:= Ai® A 2 ; B := B x © B 2 , B := Bi © B 2 

On déduit de (14.51 c)), qu’on a des isomorphismes (y-équivariants : 

/ : A —> A : (ai, a 2 ) (ô^ (ai), a 2 ) , g '■ B —» B : ( 61 , b 2 ) 1 —>■ (ô^(bi), b 2 ) 

Notons que / (resp. g) opère par l’identité sur A 2 (resp. B 2 ). 

On déduit alors des isomorphismes (y-équivariants : 

f : A xi Ç x> Q —> A xi Q xi Q , g : B xi Q xi Q —> B xi Q xi Q (4.6) 

et en utilisant <13.441 ail. on obtient pour tout l = 1,2 des isomorphismes Gi-équivariants : 

f ltl :A 1 «K{H n )^Â 1 »K(H ll ) , gi,i : Bi ® IC(Hn) ^ Bi ® IC(Hn) 

Comme dans 14.331 et en utilisant 14.341 nous avons : 

4.35 Proposition. Pour tout y = \(£ 2 ,F 2 )\ £ KK G2 (A 2 , B 2 ), notons J Gl ,G 3 (y) £ KK Gl (Ai,Bi), 
l’unique élément du groupe K K Gl (Ai, Bi), vérifiant : 

P A! <8 Al JGuG 2 {y) <8 Si &B i = 7l2,l ,g © f'2,1 © [(£l # K{H 2 i), (id^g^ © ^ 12 )^^) (P 2 ))] © 9 2 \ © 721,1, d 

Alors Jgi,G 2 '■ KK G2 (A 2 , B 2 ) —>■ KK Gl (Ai, B{) est un morphisme de groupe abélien. 
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Démonstration. Il est clair que Jgj_,G 2 '■ KK G2 (A 2 ,B 2 KK Gl (Ai®1C(H 21 ),Bi®K,(H 2l )) : 

y=[(£2,F 2 )\ i y l(ë 1 ®JC(H 21 ) : (id K{ëi) ®R 12 )ô 1 K{£ jF 2 ))} 
est un morphisme de groupes et on a 

Pa 1 ®Ai Jg 1 ,G 2 {V) ®Bi «Si = 712,1,9 ® f' 2,1 0 Jg 1 ,G 2 (v) ® g 2 ,l ® 721,1 ,d , y 6 KK G2 {A 2 ,B 2 ) 

□ 


Finalement, nous avons : 

4.36 Théorème. Jg 2 ,Gi : KK Gl (Ai, B{) —> KK G2 (A 2 ,B 2 ) est un isomorphisme de groupe abéliens et 
on a Jg!,g 2 = (Jg 2 ,g 1 )~ 1 

Démonstration. Montrons que Jgi,G 2 ° Jg 2 ,G 1 = 1( ^kk g ^(a 1 ,b 1 )- 

Soit (fi, Fi) un Ai — B\ bimodule de Kasparov Gi-équivariant (avec l’action à gauche non dégénérée). 
Posons xi := [(fi,Fi)], y 2 := Jg 2 ,g 1 (xi) et x\ := Jgi,g 2 ( 2 / 2 ) 

On sait 14.321 qu’il existe F 2 G f(f 2 ), où f 2 '■= Inde;? £i! tel q ue 2/2 = [(f 2 ,F 2 )]. 

On a avec les notations de 14.351 : 

13 Al ® Al x\ ®Bi a Bl = 712,1,9 0 /2,i 0 [(fi 0 IC(H 2 i), (id^^j 0 Ri2)à]c(£ 2 ) (F 2 ))] © { © 721,1, d 

Pour expliciter Jg 1 ,g 2 ( 2 / 2)1 introduisons les notations : 

Ji := /C(fi © Fi) , J 2 := TC( f 2 © F 2 ) , F := Indg7 / 2 = /C(fi © Fi) 

Nous avons alors deux Ç/-algèbres J := J\ © J 2 et J := Ji © J 2 avec un C-isomornhisme lî~5l : 

h: J ^ J : (xi,x 2 ) i-A- (<5j/(x i),x 2 ) 
qui opère par l’identité sur J 2 . En appliquant 13.441 au Ç/-isomorphisme 

h : J » Q x Q —y J x Q » Q 

qui est compatible avec les G-isomorphismes / et g , on obtient : 

712,1,9 0 /2,i 0 [(fi 0 ^C(F 2 i), (idj-^ 0 Fi 2 )< 5 ^( f 2 )(F 2 ))] © g 2 ,\ 0 721,1 4 
= 712,1,9 0 [fi 0 1), (id/c^) 0 Fi 2 )i 5 ^ £ 2 )(F 2 ))] © 721,i,d 

On en déduit l’existence d’un opérateur F[ G f(fi) tel que x\ = [(fi,F()]. 

Pour montrer que X\ = x[, il suffit d’établir dans KK Gl {A\ © /C(Fn),Fi © /C(Fu)) : 

[(fi ©/C(Fn), (id^:^) 0 Fn)<5^ (fi) (Fi))] = [(fi © /C(Fn), (id^^) © Fn)<5^ (fi) (F())] 

On a : 

/ 3 a 2 0 a 2 2/2 0 b 2 as 2 = 721,2,9 0 x 2 0 712,2,d , cc 2 := [(f 2 0/C(Fi 2 ), (id^^) © F 2 i)ù^ (£i) (Fi))] (4.7) 

/ 3 ai 0^! zi © Bl a Bl = 7 i 2 ,i ,g © 2 /i © 721,1,> 2 /i : = [(^1 ®^(^2i),(idK:(f: 1 ) 0Fi 2 )<5^( f 2 ) (F 2 ))] (4.8) 
Les deux égalités (ED 6 t (|4.8[) sont équivalentes a ! 

[(f 2 0 IC(H 22 ), (id^(£ 2 ) 0 B- 22 )à'iç(£ 2 )(F 2 y)] © 721,2, d = 721,2,9 0 x 2 (4-9) 
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2/1 © 721 ,l,d — 721 , 1 ,S © © -^ll)^jc(£i)(^ï))] 


( 4 . 10 ) 


Pour 63 , on a : 

[(£ 2 ®£(#22), (idK:(f 2 )®-R22)^(f 2 )(-F 1 2))]®721,2,d = [(£ 2 ® £(#12, # 22 )) (id/C(5 2 )®#22)^(£ 2 )(-F2))] (4.11) 

De même, pour (14.101) . 011 a : 

2/i ® 721 , 1 ,d = [(£1 © £(#n, # 21 ), (id/c^) © #i2)<Jk:(£ 3 )(#2))] (4-12) 

Pour j = 1,2, reprenons (TOI) et (TTToji : 

fj : Aj -> £(Bj) , Aj := Aj © £(#ij © H 2j ) ; #, := Jj © £(#, 0 H 2j ) 

le *-morphisme défini par l’action à gauche de Aj dans £,-. 

Il résulte de (14.91) et (14.111) que (id K(f2 ) © #22)^(£ 2 )(^ 2 ) est une (id>c(£ 2 ) ©#21 )^jc(£i)(#i) connexion dans 
le produit de Kasparov 721 , 2,3 © £ 2 , i-e pour tout a G A 2 © £(# 12 , # 22 ), on a : 

(id © ^ 22 )^/c(£' 2 )(£ , 2 ))/ 2 (a) — / 2 (a)(id © # 2 i)^(f 1 )(£’i) € £(£2 © £(# 12 ), £2 © £(# 12 , # 22 )) (4-13) 

Posons d = (id © R 22 )àK.(E 2 )(F 2 ))f 2 {a) - / 2 (a)(id © # 2 i)^ (fl )(£i)- Nous avons : 

• de M(B 2 ) et définit clairement un élément d 'G £(£2 ©£(# 12 ), £2 © £(# 12 , # 22 ))- 

• (14.131) signifie que d G B 2 et plus exactement d'e £(£2 ©£(# 12 ), £2 © £(# 12 , # 22 ))- 
Posons c = dg 2 (d) e M{B\ © £ 12 )- En utilisant (14.281 c')'). 14.291 on obtient : 

c=((id K ( £l )©#i2)^( £2 )(£2)©ls 12 )(/i©ids 12 )^ 2 (a)-(/i©ids 12 )^ 2 (a)((id K ( £l )©#ii)^ (fi) (E 1 )©ls 12 ) 

On déduit de (13.171 c')') que pour tout a e /h © £(# 12 , # 22 ) et tout w e B(Hi 2 )*, on a : 

(id/cffii) © #i 2 )^ (£2) (F 2 )/i(id^ © w)<53 t2 («)) - /1 (id^i! © u)ô\ 2 (a))(id K(£l) © #n)^ (£l) (£i) € B x 

Mais, il découle de (13.171 c')') et (14.261) . qu’on a 

Ai © £(#n, # 21 ) = [{(id^! © w)d3i 2 (a) | a G A 2 © £(# 12 , # 22 ), w e #(# 12 )*}] 

Finalement, nous avons obtenu que pour tout b G A 1 © £(d/n, H 2 i), on a 

(id/c(fi) ® #i2)<^k(£ 2 ) (F 2 )fi(b) - /îC&Xid/^gj) ©i?n)d^ Si )(Fi) e £(£1 ®£(#n), £1 ©£(# 11 , # 21 )) (4.14) 

De même, dans (14.101) et (14.121) . on interprète (id®iïi 2 )Æjç(£ 2 ) (£ 2 ) comme une (id®#n)d^ fi )(i ;l () connexion 
dans le produit de Kasparov 721 , 1,3 © (idye^) © #n)^ç:(£i) (#1 ))], i- e pour tout b G A\ © £(idn, # 21 ),on a : 

(idx:(f 1 )®dîi2)<5x:(f 2 )(£2)/i(&) —/i(&)(idK:(f 1 )®#ii)<5K:(£ 1 )(-F 1 i) € £(£1 ®£(#n ),£1 ®£(#n,# 21 )) (4-15) 

Par la différence (14.141) - (14.151) . on obtient que pour b G Ai © £(7dn, H 2 i) : 

/i(&)(id/c(£i) © # 11 )^^)(-^ï) - /iW(id/c(£i) © #n)^jc(£i) A) e £A ® £(# 11 ), £1 © £(# 11 , # 21 )) 

Comme H 2 i ^ 0, on déduit facilement que pour tout b G A x ® £(7dn), on a : 

/i(fr)(id/c(£i) © #ii)^K(fi)(-£i) _ /iW(id/c(£i) © - R n)^K:(f 1 )(Ei) e £(£1 © £(# 11 )) 

ce qui entraine dans KK Gl (Ai © £(d/n), Bi © £(#n)) : 

[(£l © £(#11), (id/c( Sl ) © #ll)^K(£i)(#l))] = [A © £(#11), (id/c(£i) © #ll)^K(£i)(# 0 )] 
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On a donc établi Jgi,g 2 ° </g 2 ,Gi = ^kk g i(a 1 ,b 1 )j ce qui montre que Jgi,G 2 est surjective et que Jg 2 ,Gi 
est injective. 

Pour voir directement que Jgi,G 2 est injective, on remarque d’abord que 14.351 définit un morphisme de 
groupes abéliens : Jg 1 ,G 2 '■ KK° 2 (A 2l B 2 ) —t KK Gi (Ai ® B\ ® K.(H 2 1 )). 

En le composant avec le morphisme (injectif) 

J' Gi G2 : KK g ^(Â 1 ®1C{H 2l ),B l ®/C(JÏ 21 )) -a AOy (Indg* (2 i ® /C(7Î 21 )), Indg^^ ® 1C(H 21 ))) 

et en identifiant Indgj(Ài <g» K{H 2 {)) et Indgj(i?i ® K(H 2 \)) avec A 2 ® IC(H 22 ) et B 2 ® JC(H 22 ) respecti¬ 
vement, on voit que la composée J' G q 2 o Jg 1 ,g 2 est l’isomorphisme 

KK G2 {A 2l B 2 ) -> KK G2 (A 2 ®1C(H 22 ),B 2 ®JC(H 22 )) 

de [T] . □ 

5 Appendice 

5.1 Produit tensoriels relatifs d’espaces de Hilbert 

Dans ce paragraphe, on se fixe une algèbre de von Neumann TV, munie d’un poids nsff za On note 
(H v , 7 r^, A„) la représentation GNS poids y, et on désigne par J v , A v et (a^) respectivement l’opérateur 
de Tomita, l’opérateur modulaire et le groupe d’automorphismes modulaires, canoniquement associés au 
poids y. 

5.1 Notations. a) On note N° L’algèbre de von Neumann opposée de N qu’on munit du poids y° 

défini par y°(x°) = v(x ) pour x G TV + . On rappelle que la repésentation GNS du poids y° est 
(H v ,-k v o,A v o) où : 

n„o(x°) = J v -k v (x)* J„ , x G N ; A„ox° := J v A v x * , x G 91* 

b) Cn : N° —> tt^^N)' : x° <—> J u ir u (x)* J v est un *-isomorphisme d’algèbres de von Neumann. Il en 
résulte que H u est un bimodule sur N pour les actions définies par : 

x£,y ■■= '^ v {x)J v 'K v {y)*J v £, ; x,y G N ; 

Dans ce qui suit, on se fixe H, K des espaces de Hilbert, a : N — y B(H) et fi : N° —> B(K) des 
représentations normales et unitales. Le *-morphisme a, (resp. fi) munit H (resp. K) d’une structure de 
TV-module à gauche (resp. à droite). 

Pour tout £ G H (resp. £ G K), notons Rç (resp. ), l’opérateur défini par : 

: A„9Î„ —> H : A„x >->• a(a:)£ , (resp. L^ — y K : A v ox° fi(x°)Ç) 

5.2 Définition. 'T£-, U Le vecteur £ G H (resp. £ G K), est dit borné à droite (resp. à gauche ), 
si et seulement si l’opérateur R^ (resp. L : J) se prolonge en un opérateur borné : H v -G H , (resp. 
L* : H v -G K). 

On note v (a, H), (resp. ( K , fi) v ) l’espace vectoriel formé par les vecteurs bornés à droite (resp. à gauche). 

• Il est facile de voir que pour tout £ € „(a, H) (resp. £ G ( K , /?)„), l’opérateur Rç (resp. ü|) est TV-linéaire 
à gauche (resp. à droite). Il en résulte que pour tout £,77 £ v{a,H) (resp. £,77 G (K,fi) v ), on a : 

(R^TRÏ G MTV)' , ea(TV)'; (resp. (L^L* G ir„(N) , (L?)* G fi(N°)') 
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5.3 Notations. Pour tout f,r] £ v (a,H) (resp. £,77 £ (K,f})„), posons : 

(Ç,ri)N° := C^dR^rR*) £ 7V° , (resp. <£, 77 }^ := tt” 1 ((if)*i^) £ iV) 

5.4 Proposition. f7^| / Pour tout £, 77 G ^(a, üT) (Vesp. £, rj G (PT, (3)v), et tout y E N analytique pour (<7 
nows avons : 

a) (£,v)n° = (v,Ç)n° , (resp. (£, 77 )^ = <77,£>jv). 

t>) {Ç,yy°)N° = (£, 77 ) jv° ( 0 -^( 2 /))° , (resp. = {Ç,v) N v-±(y)) 

2 2 

5.5 Corollaire. Supposons que N est de dimension finie et que v est une trace. Alors ( K , (,)n) est un 
pré-C*-module hilbertien sur N 

La définition du produit tensoriel relatif m® d* espaces de Hilbert Kp 0 Q if résulte du résultat suivant : 

5.6 Lemme. JTB , fflj Pour tout £ 1,^2 £ v{ol,H) et fout 771,772 £ (K,(5) v , on a 

(*11, P{(f\,§2)N*)^)K = {Çi,(x({'IIi,112)n)&)h 

Définition Le produit tensoriel relatif d’espaces de Hilbert Kp 0 a H est le séparé - complété de l’espace 
préhilbertien (K,P) V 0 „(a,if) pour : 

(fl 0 Vhfz 0 772 ) := (vu Piifl: f2}N°)ll2)K = (fl , a((»7lj ^ N)ff) H 

5.7 Remarques. a) En remplaçant (N,v) par (N°,i/°), on obtient la définition du produit tensoriel 

relatif if a ®p K. 

b) L’espace de Hilbert Kp 0 a if est aussi le séparé - complété de l’espace préhilbertien K 0 „(a,if) 
pour : 

(fi 0 771 , £ 28772 ) = (£i,a((77i, 772)Ar)£ 2 )ff 
De plus, pour tout f £ K, 77 £ „(a, if) et y G N analytique pour (uj'), on a : 

P(y°)fp ®a.y = fp 0 a &(vfi(y))y 

5.8 Proposition. Supposons que N est de dimension finie et que v est une trace. Soit £ le C*-module 
sur N complété de ( K , (, )n), alors Kp 0 a if est le produit interne de Kasparov £ 0 a if 


5.2 Produit fibré d’algèbres de von Neumann 

Conservons les mêmes notations. Soient x £ /3 (N°)' et y G a(N)'. Il est facile de voir que l’opérateur : 

(K, P) v 0 y (a, if) 0 a if : f 0 77 x(f) 0 3/(77) 

se prolonge en un opérateur borné, noté xp 0 a y £ B(Kp 0 a if). 

Soit A C B (H) (resp. R C B (K)), une algèbre de von Neumann. Supposons que la représentation a : 
N —> B (H) (resp. : fi : N° — y B (K)) soit à valeurs dans A (resp. B). 

5.9 Définition. [T2] Le produit fibré Bp * a A des algèbres de von Neumann A et R, est le commutant 
dans B(Kp 0 Q H) de l’ensemble {xp 0 a 37 ; x £ B ', y £ A'}. 

Cas où N est de dimension finie 

Supposons que N = 0 f = 1 M„, est de dimension finie et v = ®f =1 Trace (f).). Pour tout l £ {!.,••■ ,fc}, 
notons (f],i) les valeurs propres de la matrice Fi £ M nr 
Nous avons : 
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ni 

5.10 Proposition. (JEj). Supposons pour tout l G {1, • • • , k}, on a 

4=1 

Soit v ; K 0 H —^ Kp © a H : £ © 77 t->- £p © a V- Nous avons : 
a) v est une co-isometrie. 

Posons p = v*v G Proj ( B(K © H) et soient A C a(N)' et B C /3(N°)' des algèbres de von Neu¬ 
mann. 


b) L’application Bp * a A —^ p(B © A)p : x 1 —» v*xv est un *-isomorphisme d’algèbres de von Neumann. 
Démonstration abrégée. Pour la preuve du a), on établit que pour tout £,77 G K, on a : 

k ni 

&v)n = E E F ^ F i 7 &/*(#)»?>* 4 

1=1 i,j =1 

l 

où (e*j) est un s.u.m qui diagonalise la matrice Fi, i.e Fi = Fipe l u . 

4=1 

Pour la preuve du b), on applique le théorème du commutant d’un produit tensoriel d’algèbres de von 
Neumann. □ 


Conservons N = ©f =1 M rll et prenons pour zq la trace de Markov non normalisée e := ©f =1 rozTrace m„ ■ 
Dans ce cas le TV-module à droite K muni du produit scalaire (, )jy, est un C*-module sur N et Kp © Q H 
est le produit de Kasparov K ©jv H. De plus, pour tout s.u.m (e^.-)i <i<k, 


on a 


1 


p = E- E P( e i°)®<*(<%]) 


i =1 


ni 


i,j =1 


La représentation GNS (H e , 7 r e , A e ) de la trace e est donnée par : 

H e := ©z C ni © C ni , Tr e (x) = ®ixi © l C "z , A e x = 7 r e (x)Ç e , x = ©z(x;) G N 

ni 

avec = et ( £ i) une base orthonormée pour chaque espace de Hilbert C ni . 

2=1 

Remarquons que si (e.7 ) est le s.u.m défini par la base orthonormée (e*) de l’espace de Hilbert C" 1 , alors 

(—=7T e (e- Me)i<i,j<n, est une base orthonormée pour H e . 

y/ni J 
Nous avons : 


5.11 Proposition. Soient a : N —y B(H) , /3 : N op —> B(K) des représentations unitales. 

a) Pour tout 77 G H, nous avons q a: p(R^(R^)* © 1 k) = q a , © ^K)q a ,/3- 

b) Pour tout Ç,r/G K, nous avons q ai p(lH { 8>Lç(LP)*) = q a! p(lH { S)0ç, r i)qa,p. 


Démonstration. Montrons le a). Pour (,,C G H , nous avons : 


(C© 1 ,q a AR?m* © 1 H)(C © 1)) = Ef =1 -E^. =1 <(iÇ)*C, (R^yaie^om;) 

Toi 


_ y^/c 

— Zj /,Z / =1 


_ \^k 

~ Zj Z,Z' = 1 


l,°\ 
ij ) 

V c \/j' 


■E^ =1 E^ =1 (((R ç “)*C,eLe £ )(eLC e ,((iî“)*«( e ' î )C , }/3(4 0 ) 


rqrzq 


mni 


■ S S= ^{e L uv )Ç){a{ei v )i 7, a(e'j)C'}/3(e‘’°) 


l,o\ 


= St 1 -E-' =1 S”L 1 (C,«(e^)0(«(eL)7 ? ,C , )/3(e[f) 

Tl 1 
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1 


(C® l)'?a,/3(C' ® 1)} 


= S 
= E 
= E 


k 

1 , 1'=1 " 


niny 


k _V n * 

,=1 ï? <J! 


k _ yin i 


=1 E"L 1 (C,«(eL i )0(«(e^)^C , )/3(e^) 

=1 EjL 1 (C,a(eJJO<«(eÜ»7,Oi9(^) 


La preuve du b) s’obtient de façon similaire. □ 

On démontre de la même façon le résultat suivant : 

5.12 Proposition. Soient a : N —> B (H) , fi : N op —> B(K) des représentations unitales. 

a) Pour tout £,77 S K, nous avons qp t0l (L^(L^)* ® 1 h) = < 7 / 3 ,a(%ï 7 ® lff) 9 / 3 ,a 

b) Pour tout £,77 S H, nous avons qp >a (^K ® Rç(R“)*) = Ç/ 3 ,a(lif < 8 > Oç,ri)qp,a 


□ 

5.13 Proposition. Soient A et B deux C*-algèbres et f \ A —¥ M(B) un *-morphisme. Supposons que 
pour une unité approchée ( u \) de A, on a f(u\) —> e € M(B) pour la topologie stricte. Alors nous avons : 

a) e £ Proj (M(B)) et pour toute unité approchée (v\) de A, on a f(v\) —» e G M(B) pour la topologie 
stricte. 

b) Le *-morphisme f se prolonge de façon unique en un *-morphisme f : M(A) —> M(B) strictement 
continu et vérifiant J(1 a) = e. 

Démonstration. Il est facile de voir que e est un projecteur et que / définit un *-morphisme non dégénéré 
f \ A—¥ C{eB). ' □ 

5.14 Notation. Soient A et B deux C*-algèbres , / : A —> M(B) un *-morphisme et e € Proj (M(B)). 
La notation 

/(1 a) = e 

signifie que pour une unité approchée (u\) de A, on a f(u\) —> e G M(B ) pour la topologie stricte. On 
note alors / : M(A) M(B) le prolongemen strictement continu de / vérifiant /(Ia) = e. 
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